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ABSTRACT

The determination of the maximum dynamic responses of one degree of freedom system
under earthquake type excitation using a mechanical analog in the form of a torsion pendulum
is the essential problem considered here.

This work is developed through the (ollowing steps:

Part l. Introduction, Exposition of the concept of the spectrum as the maximum ropenK"
occuring in a single degree of freedom system, plotted against the undamped natural

period of the system.

Part 2. Theorical analysis in order to get the principal equations to be used in the limilarilY
procedure.

Part 3. Dynamic equivalence between models and prototypes using the above relations.

Part 4. Description of an instrument made in the Laboratoric de Estructuras de la Escuela
de Ingenierta de la Universidad de Chile, whose finality is the deduction of the Spfitta.
Precision of the instrument was checked with the following tests:

1. Comparison between the instrumental spectrum of one sinusoidal wave with the

analytic solution.

2. Comparison between the spectre of the earthquake of El Centro, California, May 18.
1940, obtained by Mr. C. W. Housner in the California Institute of Technology
with the instrumental solution for the case.

Parr 5. Illustrations of two test applications of the spectrograph for the local earthquakes
at Santiago 13·lX·45 and San Jose de Malpo 4-1X-58 which are of appreciable intensities
Includes complete graphs for various values of damping.

RESUMEN

El problema principal abordado en este trabajo corresponde a la determinaci6n de ]a

respuesta maxima dinamica de un sistema de un grado de Iibertad solicitado par un movimien
to slsmlco, usando un modelo mecanicc en fonna de pendulo de torsi6n.

EI trabajo se ha desarrollado en la siguiente forma:

Parte 1. Inrroducclen. Exposicicn del concepte del espectro como maxima respuesta en un

sistema de un grado de libertad, representado gmficamente en Iuncicn del perfodo
proplo sin amortiguamiento.

Parte 2. Analisis reortee con relation a Ia resoluci6n experimental de este problema por la

teorta de modelos.

·Recibido para su publicacion en dlciembre, 1961.
··Jngeniero estrucrural, Labcratorto de Estructuras, de la Escuela de Ingenierta de ]a Uni

versidad de Chile.
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Parte 3. Equivalenda dinamica entre modele y prctotipo.

Parte 4. Descripcicn de un instrumento construido en el Laboratorio de Earructuras. Escuela
de Ingeuierta. Universidad de Chile, cUla finalldad cs la deducclcn experimental del

espectro. La precision del instrumenro se verlflcc con las slguientcs pruebus:

I. Comparaclon de la solucicn instrumental para una cnda sinusoidal con la so

lucien analttica ccnocida.

2. Comparacion del espectro del terremoto de EI Centro, California, mayo 18 de
1940. cbtenido por el Sr. G. \\0', Hausner en el California Institute of Technology
con la solucion instrumental.

Pane 5. llustraci6n de dos aplicaclones de espectregrafos para los temblores locales: Santiago,
13·lx·45 y San Jose de Maipo, 4-Jx-58, los cuales son de intensidad apreciable. Se Incluye
un graucc complete para varios valores de amortlguamiento.

I. INTRODUCCION

Sabernos que uno de los principales problemas que preoeupa al Ingeniero Es
tructural se enuncia como: Encontrar 1a ecuacion del esfuerzo de corte maximo
en cada piso de un edifieio dado, solicitado por una generalidad de sismos.

EI tratamiento de este problema es doblernente complejo, ya que las variables
estructura y sumo se presentan en la practica en muy diversas formas.

La ecuacion esquematica de este problema podrfa ser:

Q•••• = ",. (E,S) (1)

en que:
Q•••• == Esfuerzo maximo en el piso i.
E = Caracterfsticas dinamicas de la estructura,

S = Sismo solicitante,

La relaei6n (1) esta referida a una estruetura y a un sismo determinado. Su

resolucion para cada par de valores presenta serias dificultades en el campo
anaHtieo pura. Estas razones han Ilevado a los investigadores a buscar soluciones

experimentales 0 mixtas. La generalidad de estos proeedimientos esta basada
en la teoria de modelos y analogias.

Para que el conocimiento de los efeetos maximos, ya sean estos: amplitudes,
velocidad 0 aeeleraeiones maximas, formulas del tipo (I), no dependa de
cada estructura en particular y preste utilidad practica, debe atenderse a las ca

racteristieas dinamicas comunes de ellas.

Las caracterfsticas mas importantes para este estudio son:

a) Perfodos propios de oscilaei6n (T.)_
b) Indice de amortiguamiento (n) .

c) Distribuci6n de masa (m) _

Las principales informaeiones dinamicas las eonstituyen !lneas de influen
cia de esfuerzos y defonnadones maximos en estructuras elementales'" sometidas

-En el textc se ha Ilamado estructura elemental a un sistema oscllante de un grade de

Iibertad, Iormadc por una masa m ligada a tierra desde su centro de gravedad por un recrte
de rigidez k y provietc de amortiguamiento viscose c. VeT Fig. 1.
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a solicitaciones sismicas. pues se persigue senrar un procedimiento que logre
dcducir a traves de n estructuras elementales el efeeto total de una estructura

multiple de n grades de libertau··.

Si aplicarnos la ecuacion <I) a una estructura elemental definida por:
�, � y � 0 bien, como veremos mas adelante, por: �. ! 'Y �, Y llamando

amu = aceleracion maxima del mov. de la masa nl

a'i> = aceleracion del sismo S

se llega a:

a",u, = cp (T. n , a.I,). (2)

ecuacion que representa la aceleracion maxima del movimiento de deformaci6n
del sistema, cuanda es solicitado por el sismo S, y su representacion grafica recibe
el nornbre de Espectro de Aceleracion del Sismo S. Esta curva, en su forma
mas conocida, est a referida a un par de ejes ortogonales: el eje de las abscisas
lIeva ]05 perfodos propios de oscilacion sin amortiguamiento y en ordenadas se

anotan aceleraciones maximas de la respuesta con respecto a la gravedad. Ver

Fig. 6.

Como dijimos anteriormente, a rraves del anal isis referido a estructuras ele

mentales, se puede obtener in formaciones de interes para los metodos de sintesis
en estructuras complejas. Con relacion a esta descomposicion, (abe recordar que
cl nurnero de modes, a formas oscilantes normales poaibles, en una estructura

rualquiera, es igual al de grados de libertad que esta tiene. La Fig. 2 muestra

esta propiedad de las estructuras multiples. En ella se ilustra una estructura de
4 grades de libertad y sus 4 configuraciones arrnonicas.

Si se observa que en las estructuras reales cualquiera de sus puntos tiene
libertad de vibrar COn respecto al conjunto, se deducirfa que la descomposici6n
da lugar a infinitas arm6nicas. Felizmente, los edificios tienen una concentraci6n
suficiente de rnasa a la altura de cada piso que haec posible tratarlos como sis
temas oscilantes de grado equivalente al numero de pisas.

Una segunda limitaci6n al numero de configuraciones se deja ver inspeccio
nando los espectros sismicos, cura gama de valores importantes queda compren
dida entre 0,2 seg. y 2,5 seg. Estos lirnites acotan, en la generalidad de las estruc

turas, los primeros modos de oscilaciones.

Por ultimo. una tercera limitacion del numero de configuraciones importantes
queda dada por eI equivalente de masa correspondiente a cada arm6nica. EI
analisis establece que la totalidad de la masa se distribuye principalrnente en las

primeras arm6nicas.

Luego, en el metodo de sintesis del calculo sisrnico, ,610 tienen in teres el cono

cimiento de Ia forma fundamental y de las 2 6 8. primcras armonicas.
En cuanto a la superposicion de los estados parciales podemos decir que Ira

tados con sus valores maxirnos dan resultados excesivamente mayores que los
reales. Esto se explica, pues los valores maxirnos no son simultaneos. Esta difi..

cultad, en la practica, se pretende obviar, afectando los valores parciales por
coeficientes reductores y distintos para cada arm6nica. Existen otros criterios

··Son sistemas constituidos pOT n masas ligadas elastlcamente entre sf y tierra y provistas de

amortiguamientos.
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que aceptan como resultante 1a sumatoria lineal de los valores maxirnos: otros,
el ptomedio cuadretico, etc.

Can el deseo de obtener experimentalmente el gr;\fico de I. ecuacion (2), que
llamamos espectro de aceleraci6n del gismo S, se ha desarrollado en el Laborato
rio de Estructuras de la Escuela de Ingenieria de la Universidad de Chile la
construccion y algunas aplicaciones de un Espectrografo Sismica. E1 instrumento
se ilustra en la Fig. 3.

2. ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA ELEMENTAL

Estudiarernos el cornportamiento dinamico de un oscilador simple, represen·
tado por una masa puntual TIl, un resorte de rigidez k y un amortiguamiento
viscoso c, solicitado en la base con el movimiento dado pOI un sismograma.
Si, Fig. 4:

x = f (I) represent. el movimienta absaluto de I. base.

movimiento de deformacion de la estructura.)'
x+y= movimiento absoluto de 1a masa m.

La ecuacion de prayecci6n horizontal de las fuerzas ariginadas par el movi
miento del sistema. en un instante cualquiera, conduce a:

m (x + y) + cy + ky = 0

que puede escribirse como:

my + cy + ky = - mx = F (,) (3)
Se observa que la ecuacion (3) puede interpretarse como mavimiento de

oscilaciones Iorzadas:

y=t,(I)

provacado par la fuerza perturbadara:

F(I)=-mx
Para resolver la ecuaci6n (3), estudiarernos el casa particular sin segundo

miembro.

my == cY + hy = 0 (4)

que se resuelve a traves de la ecuaci6n caracteristica:

m q2+ cq + k = 0

cuyas soluciones son:

q,= __

C

+",'(_C).2m , 2m

q.=__

C
_ ",'(_C)"2m , 2m

" .

b--=a-I
m

(5)
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luego, la solucion de la ecuaci6n (4) tiene la forma:

q.t q,t
Y = 'PI e + 'P. e (6)

'PI Y 'P. son dos panimerros que dependen de las condiciones iniciales del

problema.
Si la canudad subradical es negativa, la ecuacion (6) puede escribirse:

at
Y = e (A cos b t + B sen b t) (7)

A Y B son otros parametres que tambien dependen de las condiciones iniciales
del movimiento, Si imponemos las siguientes condiciones:

Y = 0 en el instante: I = 0

y' = V.·· .. 1=0

se obtiene:

Vo at
y=--e sen a r

b (8)

que representa el movimiento de un oscilador simple, sin fuerza perturbadora y
en medio viscoso. Observamos que las amplitudes maximas quedan comprendi
das entre las curvas:

(9)

Y I. periodicidad del movimiento queda indieada por la funcion:

oj>=senbl (10)

Perlodo propio de Oscilacion.

Si lIamamos T el tiempo que transcurre entre los instantes de dos mOximos
consecu tivos, se tendra, de acuerdo can Ia ecuacion (10):

bT::::21t

T=
2:c
b

y como. segUn ecuaci6n (5):

se tiene que:

2 It
T =

-:;::V::;=�-::=;(=2:::;::=;)' (11)

que corresponde al pertodo de oscilacion 4eI movimiento amorliguado.
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5i hacemos en la ecuacion (II):

se obtiene:

2",
T. =

� :. (12)

que representa el perfodo de oscilacion sin amortiguamiento, 0 periodo natural.
si desarrollamos el segundo miembro en serie por la forma de Maclaurin. se

tiene:

Y·

Y·
1 _ 2", s

y considerando solo los dos primeros terminos, de magnitud apreciable, se de
duce:

_Y_o_-_Y_s = 2", s _c_ = l�y. Co yo

designando por:

d -l� = decremento logarltmico
Y·

c

c,
lOOC;o= amortiguamiento relativon=

podemos expresar el amortiguamiento relativo n en Iuncion del decremento 10·

garitmico d.

n_
100

2ltS
d %

o bien (14)

n
100

2ltS
y. _ y.

Y.

Oscilaciones forzadas con amortiguamiento viscose.

La ecuacion (3) representa el movimiento que nos in teresa. EI segundo miem
bro es la fuerza perturbadora:

Amortiguamiento critico.

La transicion entre el movimiento oscilatorio y el unidireccional se puede es

tablecer en la ecuacion (II) haciendo tender a infinito el valor T. Esta condicion

equivale a expresar:
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el valor del amortiguamiento que satislace esta condicion se llama amortigua
miento critico (c.) y es igual a:

c. - 2 'V k m (13)

Amortiguamicnto relative.

En la ecuacion (9) se observa que las amplitudes decrecen en progresion
geometrica al term ina de los sucesivos ciclos. Si lIamamas y. una amplitud maxi

ma producida en el instante t. e y. despues de s ascilaciones, se tendra, de 1a

ecuacion (9):

y. = C e·'·

Y, = C e""· + 'T}

dividiendo miembro a miembro, Sf tiene:

y,

y.

e introduciendo los valores de las ecuaciones (5), (I I) Y (13), se lIega a:

_e

c
-2"" -

c.

� 1-(+)'
1

L
y.

en atencion a los valores practicos del amortiguamiento en las estructuras, pode
mas aproximar alia cantidad subradical, quedando:

_1'_0__
y.

e

-2,. s _c_

c,

F (t) = - m x

que acnia en el centro de gravedad de la masa In del sistema. Fig. 4.

5upangamos que la curva AB, Fig. 5, represente la fuerza perturbadora por
unidad de rnasa, EI valor de la (uerza perturbadora en un instante t, es:

el incremento de velocidad que esta fuerza aportara al mavimiento total de Ia

masa actuando durante el intervale de tiempo D.I queda dado por la relaci6n:
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F 6t
6 V =

m
-

..

x 6t (15)

de acuerdo con la ecuaci6n (8), el movimiento resultante para las condiciones ini
ciales:

x 61

es:

V"a(t-ti) b (t-ti]YJ = - sen - r
b

basandonos en eI principio de Lord Raleigh, determinamos la ecuaei6n del mo

vimiento final como sumatoria de movimientos parciales originados por impul
sos sucesivos.

Mov. (F, ... ,) = ::;;Mov. (F,..,)

sumando los movimientos parciales y pasando al limite. se llega a la ecuacion
del movimiento vibratorio amortiguado en regimen Iorzado, ecuacion de Du
hamel.

1
y---

b !

I

x e
a(t.ti) sen b (t·ti) dti

o

(16)

3. EQUIVALENCIA DINAMICA ENTRE MODELO Y PROTOTIPO

Los parametres a y b de I. eeuaci6n (16) se pueden expresar en funci6n de T•.

y n. En efeeto, si en las expresiones:
c

a= _--

2m

(eeuaeiones 5.)

sacamos factor:

2 It

T.
(ecuacion 12.)
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resulta:

a _

2 " c
-- __-

T.

y considerando que:

c. - 2 V k m

(ecuaci6n 13.)

c

n -

c.

queda:

2;r.
1 1

a -
- n -- - a --

T. T.

b
1

_ � _1_
T.T.

en que a y tl son cantidades sin dimensiones.

Introduciendo estos valores en la ecuacion 16, se tiene:

- I,
1 a--�

y = _
T.

"e
T. 1 _ I, (17)

� I 0 SCII fI T.
d I,

se ve que la equivalencia dinamica entre modelo y prototipo de una estructura

elemental queda determinada por la igualdad de los amortiguamientos relatives

y sus pertodos propios.

Carnbio ficricic del pertodo propio.

Con el propos ito de conocer experimentalmente Ia respuesta dimlmiea defi
nida por la ecuaci6n (17), de estructuras con iguales amortiguamientos relatives

y periodos propios variables, se procedio, por simplicidad operativa, en forma
indirecta actuando sobre la escala de tiempo manteniendo constante el periodo
propio absolute del oscilador. En efecto, si referirnos Ia ecuaci6n (17) a una es

(ala de tiernpo diferente, definida por la relaci6n:

•

t� =

,
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el valor constante del periodo propio T'; en esta nueva escala valdra:

T.
T

y Ia ecuacion (17) toma Ia forma:

, I X

T.fT j ;;r e

y, == - -_

a

� .

tr -t r tr-t»
a d t,r

T.fr sen � T.fr

que puede interpretarse como respuesta de un oscilador con pertodo propio T

veces inferior aT•.

Se hace hincapie en el artificio expuesto, pues permite obtener Ia gama com

plera de perlodos propios de los graficos espectros a traves de un osciIador de

perfodo propio lijo por variaciones consecutivas de Ia escaIa de tiernpo. Este

procedimiento se empIe6 en Ia construcci6n del espectr6grafo citado en este

trabajo,

Aplie.ci6n de I. Iuerza perturbadora en el modelo,

La fuerza perturbadora: F(" == - m. x (ecuacion 3.)

que actua en el centro de gravedad de Ia masa del oscilador, en eI Instrumento
se obtiene imprimiendo deformaciones 6. (t) en la base del soporte elastico de

rigidez k dada por Ia re Iacion:

[:,. (I)
m ..

=-- x

k

puesto que:

6, (I) . k = - m.;; = F,,,

Las magnitudes unitarias de tiempo y aceleracion se eIigen arbitrariamente

proeurando redueir eI grado de sinuosidad del acelerograma y lograr graficos de

dimensiones convenientes.

4. Descripci6n del espectrografo.

Es un instrumento representativo de una estructura elemental, provisto de
dos dispositivos cuyas finalidades tienen relaciones con:

a. Solicitaci6n,
b. Respuesta,
El primero sirve para imponer el esluerzo sismica y esta constituido pOT un

brazo cuyo extrema recorre la CUTva de un acclcrograma y se encuentra solidario
a Ia base de la estructura elemental. El segundo clisposirivo sirve para registrar
la respuesta dinarnica de la estructura y 10 forma un estiIete solidario a la masa

de esta que marca sobre un papel sensible las amplitudes del movimiento,
La estructura elemental esta representada por un ptndulo ele torsion provisto

de un dispositive de amortiguamiento viscoso, Ver Fig. 3.
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Precision del Instrumento,

Interesa conocer Ia precision del instrurnento con respecto a los valores de

uempo y aceleracion, En el eje horizontal, 0 de tiempo, los valores Sf pueden
Iijar por cotejo de un gran numero de oscilaciones, obteniendose valores mas
cxactos por desplazamientos sucesivos de las masas. Las experiencias que se

exponen mas adelante se dcsarrollaron con E, == ± 0,2% de error en la medida
de los periodos proplos.

Observacicn: En Ia tabla. los cspacios seiialados (on:

indican valorcs Iuera del graflco.
• son valorcs no incluidos en cl calculc pOT quedar muy rctirados de una curva regular

envolvente.

X=
X = X 6= 100 6 Desv. XI ==

T E X linealX -x Destl,
Valor teorico Valor Exp. E T T 100 cuadrdtica

= Ro
X

SR5 885 0 0 5.2 27,0
3�R 386 12 3,0 8.2 6i,2
413 427 + 14 + 3.4 1,8 3,2
432 4:;0 + IS + 4.2 1,0 1,0
448 459 + II + 2.4 2,8 2,8
474 483 + 9 + 1,9 3,3 10,9
504 524 + 22 + 4,4 0,8 0.6

542 564 + 22 + 4,1 I.l 1.2
5!l:; 601 + 6 + 1,0 4.2 17,6
655 i03 + 48 + 7,3 + 2,1 U
735 784 + 49 + 6,8 + 1.6 2,7
8G6 915 + 49 + 5,7 + 0,5 O,�

1040 1140 + 100 + 10,6 + 5,4 29.2
1350 1365 + 15 + 1.1 4,1 16.8

2020 1980 - 40 1,8 7,0 49,0

11'100 1630 170 9,4 _ 14.6 21�.2
110:, J�IiO + 95 + 8,1 + 2.9 8,4
81i5 900 + 35 + 4.0 1.2 1.4
Gii 770 + 93 • • •

545 6uO + 55 + 1,0 4,2 17.6

4�16 496 + 40 + 0,9 4,3 18,5

gno 404 + It + 3,6 1,6 2,7
341 3:')0 + 6 + 1.8 3,4 11,5
802 328 + 26 + fl.6 + M 11,5
2(j6 304 + 38 • • •

239 zn + 3" + 11,1 + 5,9 34,8
211'1 274 + :,6 + 13.6 • •

19M 225 + 27 • + 8.4 70,6
182 2!$;') + 53 + 1:;.2 • •

IGj HIO + 25 • + 10,0 100

135,0 729.1
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En el eje vertical, 0 de amplitud de la re'puesta, pueden presentarse dos for
mas de errores segun sus orlgenes:

a. Error estatlco. A este grupo pertenecen los errores de medidas de las longi
tudes de brazos, estiletes, registros, etc.

b. Error dinarnico. Dependen de la deforrnabilidad de algunos elementos con

siderados infinitamente rtgidos en la construcci6n del instrumento,
La magnitud de estos errores se determine experimentalmente por compara

cion del espectro de una onda siuuoscidal, cuya ecuacion analftica se conoce. Las

figuras 7 y 8 rnuestran 1. comparaci6n de arnbas curvas.

La tabla siguiente contiene los valores de esta experiencia, A continuaci6n 5€

calculan los porcentajes de desviaciones con respecto a los valores analfticos exac

tos, se determinan el promedio y la dispersion normal como Indice de variacion
de es los valores.

Ro _ medio aritrnetico _ l: .

100 a

nX
T

135'70
26

5,2'70

-_ ... r'2.nX' - (_'2.nb).S _ Dispersion normal
,

n

729,1
26

_ 28,0

( '2.
n

X

) •
_ Ro' = 5,2' 27,0

luego s - V 28,0 - 27,0 v 1,0

Resumen:

Numero de valores comparados
Promedio aritmetico
Dispersion normal

26
5,2%
1,0%

Conclusiones:

El bajo valor del coeficiente de dispersion nos esta indicando que existe
una densidad alta de 10' valores alrededor del promedio deducido, por 10 que
estirnamos suficiente una reduccion a posteriori de 5,2%. En el instrumento se

lorna en consideracion esta correccion actuando sabre 1a longitud del estilete

inscriptor.
Como test de precision de una respuesta can amortiguamienta, se compare la

soluci6n instrumental del espectro de aceleraci6n del terrernoto de El Centro,
California, 18 de mayo de 1940, componente N-S, con la soluci6n obtenida por
G. W. Hourner, segun la revista del California Institute of Technology, septiem
bre de 1953. Ver Figs. 9-10·11.
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5. ALGUNAS Al'LlCACIONES DEL ESPECTROGRAFO

A continuaci6n se exponen los espectros de dos sismos locales de magnitud
apreciable, son:

a. 13 de septiembre de 1945. Santiago.
b. 4 de septiembre de 1958. San Jose de Maipo.
a. Santiago, 13 de septiembre de 1945. Ln:
S. O. 260g. Tuvo lugar a las 7 horas 17 minutes con epicentrc en la Cordille

ra de 10' Andes frente a Rancagua, de gran intensidad y extension: grado IV de
la escala Inditecnor, El desarrollo del analisis experimental y resultados se

muestran cn las Figs. 12·13·14·15. La Fig. 16 corresponde al grafico completo del

espectro de aceleraciones de este sismo para diversos amortiguamientos.
La Fig. 17 es una comparacion grafica de este espectro con el obtenido por

LEPE F. y TORRES O. (1950).
A pesar de la diferencia de procedimientos empleados, se observa gran coinci

dencia de los resultados en el espectro sin amortiguamiento: n == o. Sin embar

go, no se esperaba mejor coincidencia en el case: n = 0,05, pues los amortigua
mientos ensayados son de distintas naturalezas. En nuestro caso se trabajo con

amortiguamiento relativo a la velocidad de deformacion de la estructura y en el

rrabajo citado, con amortiguarniento refcrido a la velocidad del movimiento total.
b. San Jose de Maipo, 4 de septiembre de 1958.
N. 100 W. Registrado en Santiago de Chile por el Instituto de Geofisica y

Sismologia (I. G. S.) . Se analiza el sisrno de las 17 horas 30 minutes, uno de los
tres consecutivos que tuvieron lugar el misrno dia. Las Figs. 18 a 25 muestran el

procedimiento y el espectro de aceleracicn completo para varies amortigua
rnientos.
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Figuras explicativas
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