La relacién de Boltzmann

por Gustavo Lira, Ing. Civil,

No obstante la importancia que tiene en la Fisica
tedrica Ia relacién de Boltzman, su demostracién no se
ha generalizado; los textos, aun los prestigiosos, la dan
en forma ineompleta, remitiéndose, en la parte supri-
mida a otras obras que son muy especiales. Con el ob-
jeto de salvar este vacio, damos a continuacién una de-
mostracién completa de la célebre relacién, adaptada
al Curso de Fisica General de 1a Universidad.

1.~La relacién de Boltzmann constituye una interpretacién estadistica del
concepto termodindmico de entropia; es al mismo tiempo una expresién del segun-
do principio de la Termodinimica. Este principio (el mds fecundo de la filosoffa
natural, segiin la expresién de Nernst), aplicado a la entropia de un sistema aisla-
do, establece que esa entropfa aumenta constantemente. En efecto, en un sistema,
las transformaciones pueden ser de dos clases: reversibles o irreversibles. Las pri-
meras exigen condiciones te6ricas que no pueden realizarse y ellas tienen precisa-
mente la propiedad de conservar la entropfa; las otras, que son las Gnicas trans-
formaciones posibles, aumentan la entropfa. Por tanto, los sistemas aislados (entre
ellos el Universo, tomado en conjunto) marchan en un sentido determinado, que
e3 el que corresponde a un aumento de su entropfa, de modo que alcanzado el ma-
yor valor posible de ella, las transformaciones cesarin de producirse, lo que serfa
una especie de muerte de tal sistemsa aislado.

Boltzmann ha establecido entonces que este sentido de la marcha de los siste-
mas aislados, es también el sentido hacia una probabilidad cada vez mayor: asf el
Universo debe pasar continuamente de un estado menos probable a uno més pro-
bable, nunca en sentido contrario.

Si se designa por & la entropfa de un sistema, por Z su probabilidad termo-
dindmica, la relacién de Boltzmann es

$=KLogZ +C (1
en donde K y C son constantes. Pero la constante C es caracteristica de cada sis-

tema, de modo que si se hace la diferencial de (1) dentro de un sistema determi-
nado, resulta

6¢ = Kb (Log Z) ¢
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En cambio K es una constante universal (llamada constante de Boltzmann), es
decir, es la misma para todos los sistemas, y vale precisamente

B
W) @)

en donde R es ]a constante universal de los gases:

R =825 p,=8313 X100 CGS

¥ (N) es el nlimero de Avogadro (nGdmero de moléculas contenidas en la molécula-
gramo de un gas cualquiera):

(N) =6,064 X 102  (Millikan)
Con esto la constante de Boltzmann vale

K =1,8708 X 10~'¢

2—En la relacién de Boltzmann entra lo que se llama Ia probabilidad termo-
dindmica, que es algo diferente de la probabilidad matem4tica. Esta dltima, como
se sabe, es la relacién entre los casos posibles de un suceso o arreglo, y el ndmero
total de casos. Su valor numérico puede variar entonces entre cero y uno. Es por
tanto, siempre, un nimero pequefio.

La probabilidad termodinimica, introducida por Boltzmann, es un concepto es-
tadistico aplicable al sistema corpuscular que constituye la materia, formada por
un niimero enorme de moléculas que se mueven continuamente. Por ejemplo, si se
trata de una masa gaseosa, compuesta de N moléculas, su estado en un instante
estard determinado por la posicién de todas estas moléculas y por el estado de mo-
vimiento de cada una de ellas. Se llama complezién del sistema gaseoso considera-
do, tal configuracién determinada, y se llama probabilidad termodindmica del siste-
ma, el nimero de complexiones que puede presentar el gas, conservando la misma
distribucién de la energia total (cinética y potencial). Se ve entonces que la proba-
bilidad termodinimica corresponde al numerador (casos posibles) de la fraccién
que es la medida da una probabilidad matematica. Su valor seri siempre muy ele-
vado, salvo para sistemas moleculares muy simples, que podriamos concebir pero
que no existen o no podemos experimentar en la Naturaleza.

3.—Para la demostracién de la relacién de Boltzman sirve de base el siguiente
cdlculo del nimero de complexiones de un sistema. Supbngase que se desea distri-
buir N bolitas diferentes (que se individualizasen, por ejemplo, por su diferente co-
lor) en ¢ cajas diferentes, con la condiciébn de que

en Ia caja N.° I se guarden n; bolitas,
) > 2 > n, >
> > 3 > n; >
etc., hasta la caja N.° g, que debe guardar n, bolitas,

\
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Naturalmente debe verificarse la relacién
N=n,+n2+n,.... +n¢

El ndmero de maneras como esta distribucién puede realizarse daria las com-
plexiones posibles del sistema.

Para calcular ese niimero consideremos que la primera caja debe contener n,
de las N bolitas totales. Fsta primera caja proporcionari entonces tantos casos
posibles z; de la distribucién pedida como combinaciones pueden hacerse con N
cosas de njen n,, o sea

Cn, N(N-1) (N=2)........ (N—=n; 4+ 1)

2= =
TN 1:2-8.......... ny

Consideremos uno de estos z, arreglos posibles. En la primera caja hay n; bolitas;
luego quedan (N — n;) bolitas para arreglarlas en la segunda caja, de n, en n,.
O sea, que cada arreglo de la primera caja va a dar lugar a z, arreglos de la se-
gunda caja siendo

n, _ (N--n,) (N—n,—I) (N—n,—2) ...... (N—n,—n2+ 1)

ny; ﬂz.’

22'—'

Como asf, cada arreglo de la primera caja da lugar a z, arreglos de la segunda, los
2, arreglos posibles de la primera caja dan lugar, cuando entra la segunda caja, a
g, z, arreglos en total.

N(N-1)(N=-2)........ (N~n;~n, +1)

n,! nz.'

212;=

Si se agrega la tercera caja, el nGmero total de arreglos valdr4, andlogamente

N(N—l) (N— 2) ......... (N—'n’—“nz—ﬂ3+ 1)

21223~

y asf sucesivamente. Al final, al llegar a los arreglos posibles en la dltima caja,
quedardn N—n;—n,—nz—...... —ng,_;=n, bolitas para ser arregladas de nq en
ng, lo que da z,= I arreglos, que escribirfamos para simetria

Luego, el ntimero total Z de arreglos posibles vale

_N(N-—I)(N—z) ...... 3:-2-1

”l" ‘ﬂz.’ n,! ...... n,l
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Q sea .
N/ 4

que serd el nimero de maneras como podrian guardarse las N bolitas en las condi-
ciones seiialadas.

Formas de . !
distribucién ny n; Z
I........ 0 10 1
Im....... 1 9 10
IHI...... 2 8 45
Iv....... 3 7 120
Voo, 4 6 210
VI....... 5 5 252
VII...... 6 4 210
VIl 7 3 120
IX...... 8 2 45
X, ...... 9 1 10
XI...... 10 0 1
i
Suma............. 1024

Por ejemplo, supongamos N =10 bolitas, g=2 cajas. Aplicando la férmula (4)
se puede calcular la tabla adjunta, que da el niimero Z de modos como puede rea-
lizarse cada una de las 1/ formas de distribucién de las 10 bolitas en dos cajas. Asf,
si se quieren colocar 3 bolitas en la primera caja y 7 en la segunda, esto puede hs-
cerse segln la tabla de 720 modos diferentes. Dirfamos entonces que. la probabili-
dad de cualquiera de estos modos o complexiones es 120.

Para poner de manifiesto que estos nimeros Z son medidas de probabilidades,
puede imaginarse que el ejemplo numérico propuesto corresponda a una oficina de
correos que tiene g=2 buzones para recibir correspondencia y que vienen N =10
personas a depositar una carta cada una. La probabilidad de que las 10 personas
depositen las 10 cartas en el mismo buzén N.° 2 es muy pequefia: esth medida por
la cifra 1. Raro serfa todavia que una sola persona eligiese el buzén N.° 1 y las 9
restantes depositasen en el buzén N.° 2. (probabilidad 10). Muchisimo més proba-
ble es, en cambio, que las personas ocupen igualmente ambos buzones (probabili-
dad 252). Se ve que estas probabilidades quedan expresadas por némeros eleva-
dos, contrariamente con lo que ocurre con los valores de una probabilidad mate-
mética. Ello es porque representan los casos posibles. Para tener la probabilidad
matemética habria que dividirlos por el niimero total de casos, que vale g%, 0 sea
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1024 para el ejemplo numérico desarrollado. Como este denominador es el mismo
para todos los casos, se ve que el pXimero Z de complexiones determinado, es pro-
porcional a la probabilidad matemética. Del mismo modo, la probabilidad termodi-
nédmica del estado de un sistema molecular serd proporcional a su probabilidad ma-
temdtica pues se tendria

z
=78

Siendo 8 una constante. De aquf sale
(Log2)=6(Log Z)

lo que muestra que en la relacién de Boltzman escrita en la forma diferencial (2),
Z puede representar indistintamente el nimero de complexiones del sistema mole-
cular o la probabilidad matemética de una de estas complexiones.

4.—Como se dijo, la Termodinimica establece que en un sistema aislado se
alcanza el equilibrio cuando la entropfa & llega al mayor valor compatible con la
energfia total del sistema. Ahora, esa energia puede repartirse entre los elementos
del sistema segln diversos arreglos o formas, y a su turno, cada uno de estos arre-
glos o formas, puede realizarse de un ndmero diferente de modos o complexiones.
Cuando el sistema adopta una complexién que pertenece a un determinado arreglo
o forma de reparticién, su probabilidad termodindmica est4 medida por el ntimero
de complexiones que admite dicho determinado arreglo. '

Haciendo una analogfa con el ejemplo del parrafo 3, dirfamos que las 10 car-
tas representan la energia total del sistema termodinamico; los dos buzones, los
elementos del sistema entre los cuales debe repartirse la energia; los arreglos o for-
mas de reparticiébn de la energfia serfan las 1! posibles combinaciones de valores
de n; y n; que dan una suma igual 8 10. Si en un cierto dia se depositaron, por
ejemplo, 3 cartas en el primer buzén y 7 en el segundo, el sistema habria presen-
tado una complexién perteneciente a la forma IV de reparticién, la cual puede rea-
lizarse de 120 modos diferentes. Dirfamos entonces que el sistema tuvo ese dia una
complexién de probabilidad 720.

Ahora bien, la idea de Boltzmann es que los sistemas aislados tienden a to-
mar una complexién que pertenezea a aquella forma de reparticibn de la energia
que puede realizarse de un mayor niimero de modos, 0 sea que tignden a tomar
una complexién de maxima probabilidad termodinimica. Y como esta tendencia a
un valor maximo es también la tendencia de la entropfa, postulé6 que entre la en-
tropfa y la probabilidad termodinidmica debe existir una relacién directa.

¢ =s(Z)

postulado que es exacto, porque se puede encontrar esta funcién de relacién, que
es la misma para todos los sistemas aislados: es la relacién de Boltzmann.

En garticular, la relacién de Boltzmann expresa que cuando la entropfa de un
gistema ha alcanzado su méximo valor, la complexién que adopta el sistema es de
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aquellas de méxima probabilidad, es decir, pertenece al grupo de formas posibles de
reparticién de la energfa, que tiene el nimero méximo de maneras de realizarse. Es
entonces un estado de equilibrio del sistema en el sentido de que ¢l ya no puede to-
mar otras complexiones sino siempre alguna que pertenezca al mismo grupo de ma-
yor probabilidad.

Sin embargo, esta consecuencia no debe tomarse sino con un significado tom-
bién de probabilidad. o sea, en un sentido estadistico. En realidad, el sistema puede
JSuctuar alrededor de la complexién de equilibrio o de méxima probabilidad, y to-
mar momentdneamente una complexién de menor probabilidad, pero este hecho serd
tanto mfs raro cuanto menos probable sea esta nueva complexién (*).

5.—Para demostrar la relacién de Boltzmann, imaginemos un sistema aislado;
(1) en un estado cualquiera de entropia &, y probabilidad termodindmica Z,. Segén
el postulado de Boltzmann

% =f(Z1)

Para otro sistema aislado (2), también en un estado cualquiera de entropfa &;
y probabilidad Z, se tendré anélogamente

*=1(Z,)

Si se juntan los dos sistemas, el nuevo sistema, que llanaremos sistema (3)
serd también aislado, y valdrd para é] la misma relacién entro su entropfa & y su
probabilidad Z

®=1(Z)

Pero como la entropfa es una suma integral, en el momento de constituirse el
gistema (3) se tendr4 que la entropfa de este sistema resultante es la suma de las
entropfas de los sistemas componentes:

*=%+%

Por otro lado, el sistema (1) al entrar a formar parte de (3) posee una de las
Z, complexiones compatibles con la reparticién de su energfa, y el sistema (2) po-
see una de las Z, complexiones compatibles con la reparticion de la suya. Como
cualquiera de las Z, complexiones posibles de (1) puede combinarse con cualquiera
de las Z, complexiones posibles de (2) habrd para el sistema resultante. Z, Z, com-
plexiones posibles, o sea que ese producto serd la probabilidad termodindmica de
(3); luego

Z=2 7,

(*) No debe olvidarse que toda relacién de probalidades como es la de Boltzmann, no im-
plica una obligacién de cumplirse. Un suceso extraordinariamente probable, bien puede no ocu-
rrir, como también puede suceder lo menos probable (<lo méa impensado»).
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¥ por tanto F(Z)+1(Z,)=f(2,Z,)

Esta relacion debe cumplirse para todos los valores de Z, y Z,.
Supongamos entonces que Z; permanezca constante y que Z; varfe

Derivando I'(Z)=2,1(Z,Z,)
Derivemos esta ecuacién en la suposicién de Z, constante y Z, variable
0=2,2,"(2,Z,)+ 1 (2, Z,)

lo que puede escribirse

2 (Z)+ 1 (Z)=0
0 sea:
f" (Z) 1— _
7z) tz=°
Integrando:

Log {f'(Z)} + LogZ = Ly K
(siendo K una constante)
Zf(Z)=K
o bien

K
f'(Z)=7

Integrando nuevamente, y llamando C otra constante
. J(Z)=KLgZ+C

Luego
®=KlLogZ +C
-

que es la relacién de Boltzmann.

Mostremos ahora que las constantes K y C tienen caracteristicas distintas, pues
K es universal (la misma para todos los sistemas) y en cambio C es particular de
cada sistema. Supongamos para esto que ambas constantes sean particulares de
cada sistema, ¥ por lo tanto distintas de un sistema a otro. Tendriamos para los
sistemas (1) ¥ (2) componentes, y para el sistema (3) resultante

¢ = K, LOng + C[
P, = KzLOQZz + Cz

® =K;LogZ; + C;
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Como se tiene

® =%+
y Z;=12,2,

resulta:
K;LOgZ;+K3 LOgZz+CJ=K’ Log Zl +Kz LOng+C,+Cz

Esta relacién debe ser vilida cualesquiera que sean las probabilidades Z, y Z,
de los sistemas (1) y (2) en el momento de juntarse. Luego ella constituye una iden-
tidad y por tanto deben cumplirse simult4neamente las relaciones

K;LogZ, = K, Log Z,
K;LogZ,=K,Log Z,
C:=C; +C;
De las dos primeras igualdades resulta:
K,=K,=K,;

lo que muestra que la constante K tiene el mismo valor para los tres sistemas, y
(como los sistemas (1) y (2) eran independientes y arbitrarios), también para todos
los sistemas. En cambio la dltima igualdad muestra que C; es distinta de C; y de
C,, o sea que la constante C es particular de cada sistema (*).

6.—Demostrado que K debe ser una constante universal, su determinacién
podrd hacerse aplicando la férmula (1) a cualquier sistema. Naturalmente conven-
drd elegir el sistema més simple posible, termodindmicamente considerado. Tal
ejemplo de sistema simple lo presenta un gas monoatémico. En efecto, en los gases
monoatémicos, el valor 1,666 que tiene la razén entre los calores especificos a pre-
sién constante y a volumen constante, permite demostrar que la energia calorifica
que se les entrega se transforma integramente en energia cinética de translacién de
sus moléculas. Esto indica que sb6lo muy pocas moléculas de estos gases tienen mo-
vimientos de rotacién, o que la energia cinética de estas rotaciones es despreciable
frente a la energia de translacién, 6 ambas cosas a la vez, a méis de que la energfia
potencial es también despreciable, cosa esta Gltima que es comiin a todos los gases, por
la pequeiiez de sus fuerzas de cohesién. Entonces, en la determinacién de las com-'
plexiones termodindmicas de un gas monoatémico, no deben intervenir las posicio-
nes de las moléculas sino exclusivamente la reparticién de las velocidades de trans-

(*) El Ginico valor universal de C compatible con la tercera igualdad serfa C = 0, pero esto
significarfa que para la probabilidad termodindmica I, todos los sistemas tendrian una entropia
nula, lo que es inaceptable.
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lacion, entre esas moléculas. En un estado del gas monoat6émico, la probabilidad
termodindmica est4 por lo tanto, medida por el nimero de maneras como las velo-
cidades de translaci6n se pueden distribuir entre esas moléculas, conservando inva-
riable la energia total.

Ahora bien, la distribucién de esas velocidades, est4 determinada por la f6r-
mula conocida de Maxwell:

—Bu?
dn=4xAe u’du (5)

en donde dn indica el nimero de moléculas cuya velocidad est4 comprendida entre
u yu-+du

Para calcular de aqui la probabilidad termodinimica Z, recurramos a la repre-
sentacién del estado de agitacién molecular del gas en el llamado espacio generali-
zado.

Consideremos un volumen v del gas monoatémico, & la temperatura absoluta
6, y sea N su nimero de moléculas, y m la masa de cada una de ellas. Estas N
moléculas tendran velocidades de traslacibn muy distintas de una molécula a otra,
desde valores muy pequeiios, que tienden a cero, hasta velocidades muy elevadas,

que te6ricamente tienden al infinito. Si u;, u,, u;, ... uy son las velocidades de
las N moléculas, la velocidad del cuadrado medio, definida por la férmula
V=Vui+u;+u§+ ...... + ud
N

estd relacionada con la temperatura absoluto 8 por la férmula conocida de la teo-

ria cinética
_— V 3RO ©
: (m)

en donde R es la constante universal de los gases, ¥ (m) es la masa molecular del
gas considerado. La energfa cinética total del gas valdrd entonces

Nmo
E = I ypmyr o SENmE
2 2(m)
y como (m)=(N)m
SENS
E = N (7)

en donde (N ) es el nimero de Avogadro.
Imaginemos ahora que por el origen 0 de un sistema de coordenadas rectan-
gulares se tracen vectores iguales y paralelos a las velocidades delas N moléculas,

9
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y que en los extremos de esos vectores se coloquen pequeias esferitas. En el espa-
cio alrededor de 0, y teéricamente hasta el infinito, quedardn entonces ubicadas N
esferitas (que llamaremos puntos de velocidad), una por cada molécula. Este espacio
es el espacio generalizado del gas: no es el espacio real que ocupa el gas, desde
luego, porque cualquiera que sea el volumen (finito) del gas, su espacio generali-
zado es siempre infinito. Ahora bien, dado el enorme ndmero N de moléculas que
hay, y la inexistencia de una dire¢cién privilegiada de sus velocidades (que es la
caracteristica estadistica del caos molecular de cualquier gas) se comprende que es-
tos puntos quedarén distribuidos en el espacio generalizado segiin una ley que nada
tendr& que ver con alguna direccién determinada respecto de los tres ejes coorde-
nadas. Entonces, si haciendo centro en 0 se trazan dos esferas de radio u y u + du,
la céscara esférica que queda asf delimitada contendrd, uniformemente repartidos
ea ella, los dn puntos de¢ velocidad que corresponden a las dn moléculas de la fér-

mula de Maxwell, '

— Bu?
dn=4xAe u? du

en la cual como se ve, el factor 4 » u? du es el volumen de la cdscara esférica, que
llamaremos en adelante dw.

dw=-'-4r.u2du

y el factor
— Bu?
d=Ae

es lo que se podria llamar la densidad de los puntos de velocidad en la céscara con-
siderada. .

Imaginemos entonces el espacio generalizada infinito que corresponde al gas
considerado, dividido en infinitas céscaras esféricas concéntricas, todas del mismo
volumen dw. Ellas contendran respectivamente dn,, dn;, dn,,... puntos de veloci-
dad. El ntimero Z de complexiones del gas serd entonces el nlimero de maneras cémo
se podrin distribuir los N puntos de velocidad en las infinitas c4scaras, de modo
que ellas contengan dn,, dn,, dn,,. .. puntos de velocidad, nimero que valdra segin
la f6rmula (4)

- N! @

Y sien laexpresion dc los dnse da a las constantes A y B los valores que corres-
ponden a las condiciones

fdn =N (conservacién de la materia) (9)

1
y f - dnm u? = E, (conservacién de la energia) (9 bis)
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el valor de Z que asf se calcule serd 1a probabilidad termodindmica del gas consi-
derado (*). ’

6.—Como en la relacién de Boltzmann no interviene Z sino su logaritmo na-
tural, calculemos Log Z; se tendr4, partiendo de (8)

LOgZ=Loﬂ(N’)"‘[LOg (dn,’)-{-Log(dnz.’)-l- ........ ]

y diferenciando, como N es constante:

8(LogZ) = — 5 [Log (dn,!) + Log (dn)) + ........ ]

Para calcular la suma dentro del paréntesis cuadrado y cuyo término general
es Log (dn') haremos las siguientes aproximaciones. Aun cuando los elementos dw
del espacio generalizado son infinitamente pequefios, consideraremos que el nimero
dn de puntos de velocidad que contiene cada uno es muy grande. El ndmero de ele-
mentos de espacio no es infinitamente grande (porque no puede haber moléculas con
velocidad infinita) sino muy grande; sin embargo, aplicaremos al cédlculo del parén-
tesis cuadrado las férmulas del cllculo integral. Por Gltimo, como se hace siempre
en la teoria de Maxwell, el limite superior de las integrales cuya diferencial es du
se tomar4 igual a infinito, aun cuando como se acaba de anotar, no hay velocida-
des infinitamente grandes.

Entonces, si dn es un nGmero muy grande, aplicamos al célculo de dn! la fér-
mula de Stirling:

dn \*
dn! = }/Zrdn(—e_‘

Por tanto

1 1 .
Log (dn!) = ?Loﬂ (2x) + -g—Log (dn) + dn Log (dn) —(dn)
. 1 .
y despreciando—;- Log(2%)  que es un término pequefio:

Log (dn!) = (% <+ dn } Log (dn) —(dn)

(*) Si todas las moléculas del gas tuvieran la misma velocidad, todos los puntos de veloci-
dad, en el espacio generalizado, se ubicarfan en una sola cdscara esférica. El denominador en
la ecuacién (8) se reduciria & un solo factor que serfa precisamente N!. Luego, Z valdria 1. La
probabilidad termodindmica toma por lo tanto su menor valor I para un gas cuyos moléculas ge
mantuvieran en el estado de mayor ordenacién. Este estado standard sirve entonces de unidad
de medida de la probabilidod de cualquier otro estado. Naturalmente, que todas las moléculas
tengan la misma velocidad no significa en modo alguno que la entropia valga cero, lo que prue-
ba que es absurdo el valor cero para la constante C. (Ver nota de pdg. 128).
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1
o bien, como r) es pequeiio frente a dn

Log (dn!) = dn [Log (dn) — 1]

en donde, por tGltimo se puede despreciar ! frente a Log (dn) con lo cual queda fi-
nalmente )

Log (dn!) = dn Log (dn)
Reemplazando ahora aquf dn por su valor general
dn = §dw
resulta:
Log (dn!) = § dw Log 8 + & dw Log (dw)

Entonces, la suma dentro del paréntesis cuadrado, tendré el valor, escrito en forma
de integral

(Log (dny!) + Log (dny!) 4 ...... ] =[5 Log 8 dw + (8 Log (dw) dw
En la segunda integral, como se han tomado céscaras de igual volumen, dw es
constante (cuando no desempeiia el papel de diferencial) ¥ por tanto Log (dw) pue-
de salir fuera de la integral. Con esto se tendré:
J8 Log (dw) dw = Log (dw) [8 dw = Log (dw)[dn = N Log (dw)

En la primera integral, reemplazando § por su valor

— Bu?
6=Ae

de donde

Log 3 = Log A — Bu?

resulta:

3 Logsdw = Log A [8dw—B [u’bdw = N Loa A—B [udn

.Bu

2 -

u“dn =

/ n 4!’.4'/-6 ‘l

Pero
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® _Bu? S
y como u iy = —V_L
oe u au 8 Bf

se tendré:

3

38
faLogadw=NLogA— - A4 %,.

Haciendo el reemplazo de todos estos resultados parciales, queda:

3

3 x
[LW(an!)+L09(dﬂz!)‘l‘....]=NL0g(dw)+NLogA_—2—A =

Por tltimo, falta calcular A y B, aprovechando las condiciones (9) ¥ (9 bis). La
primera es:

»
. — Bu?
N=fd"=4"4 ¢ u‘du

0 u

y como

“— B ERVE
e wiwT 4 | B

0

La segunda es, aprovechando ademas (7)

resulta:

S RN * —Bu?

1 2
—_— = — dn = Am
2 (N) 2 mf“ 27 : uf du

O 8éa:

ENO L ym)/x (©auyy)
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dombin_undo (9 ter.) con (9 quat.), resulta

m? (N

=N
! SY RO
{N)m
B 2Re¢

con lo cual:

3 N s
[Loa (dny!)+ Log (dn,!) + -...]=NW(dw)+NLoa {N l/—%;%;%--—,—lv

Aqﬁi, como N y dw son constantes, al diferenciar se tendré:

s [Loy(dn,!)+Loy(duz!)+ ] =N3$ [Log{ V i ’(Z’)’O’}

y por lo tanto
()i 2

Hagamos ahora aparecer en el segundo miembro la densidad { .del gas. Para
sto llamaremos 2’ Ia probabilidad termodindmica de un centimetro cibico del gas.
3i se designa entonces por n el nimero de moléculas contenido en esta unidad de
rolumen se tendrd, segn la f6rmula anterior

; (Log 7 )= —ns [WH/ %}]

La probabilidad Z del volumen v del gas seré el producto de las v probabili-
dades # iguales de cada unidad de volumen.

Luego:

2 (+)
y por tanto:

LogZ=vLog?
Diferenciando:

to)-rs (e - sl )





