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racteristico de dos teorias que la Ffsica ha formulado para expliearse los fen6menos
luminosos, mas generalmente los f('n6menos de las radiaciones son: Ia teorfa ondu­
latoria (Huyghens, Young, Fresnel), y la teorfa eleetromagnetica (Maxwell). Se­

gun Ia primera teorfs, Ill. luz se deberia a la vibraci6n transversal (en direcci6n per­
pendicular aI rayo luminoso) de un medio especial, el �ter c6smico, que se supone

que llena todo el espaclo no ocupado por la materia. Esta vibraci6n sigue con res­

pecto 0.1 tiempo una ley sinusoidal de perfodo T caracterfstico de la radiaci6n de

que se trata, y tiene la propiedad de propagarse, segdn el rayo luminoso, en los
medios transparentcs a la radiacion, con una velocidad determinada, que es Ia
velocidad de la lUI y que vale para el vaefo (veloeidad critico.)

.

e = S X 1010 cm3/seg.

Con esta propagaci6n, puntos del rayo luminoso que se encuentran en el mismo es­

tado de movimiento (igual elongaci6n, igual velocidad, igual aceleraci6n) guardan
una distanoia fija, que es el largo de onda �, el eual ests. ligado con el pertodo T

y la �elocidad c por la relaci6n fundamental de las ondulaciones

� = eT

Las radiaciones se caracterizan entonces tambi�n por el largo de onda. Asi, la luz
visible comprende radiaciones quevan desde Iaradiaci6n decolorviolado (�=O,OOOOS8
ems.) basta el color rojo (�, = 0,000076 ems.); las radiaciones ultravioletas, que son

invisibles, tienen largos de onda inferiores a "p, y las radiaeiones infrarrojas, tam­
bien invisibles, tienen largos de onda superiores a "r .

En la teoria ondulatoria, la luz tiene, como se ve, analogfas con el sonido.
Pero el eonido se propaga solamente en los medios materiales (s6lidos, llquidos 0 ga­
ses), y no puede hacerlo en el vaefo, en tanto que las radiaciones se propagan tam­

bien en el espacio desprovisto de toda materia, como 10 prueba la lus solar 0 la
Juz de las estrellss, que llegan a la tierra atravesando enormes distancias a trav61
de los espaeios celestes vacfos.

Pero, la teoria ondulatoria, -que con razOn se la ha ealifieado de una Cinema­
tica del �ter c6smico-, debi6 suponer al �ter diversas propiedades, Asf, para expli­
car Ia velocidad muy elevads de propagaci6n de la luz debi6 admitir que este me­

dio posee una gran ·rigidez 0 una densidad extraordinariamente pequefia, 0 ambas
propiedades a Ia vez. Admitir una densidad del Her c6smico fu� necesarlo tambien
para expliear el transporte de energia (energla radiants) que significa la propagaciorr
de las radiaciones, no obstante que la densidad es una de las propiedades caracte­

rfaticas de la materia, y que, el �ter c6smico se habia definido como un ente existen­
te precisamente en donde no hay materia.

Ahora bien, ninguna experieneia ha logrado evidenciar la existencia del �ter
c6smico ni la de ninguna de las propiedades que se Ie atribuyen, y la teorfa de la
relatividad contiene en sus bases la afirmaci6n de que el �ter c6smico no existe.

Adem&s, el descubrimiento de los fen6menos electro-6pticos y magneto-6pticos mos­

traron la insufieienela de la teoria ondulatoria.
Naci6 entonces Is teoria electromagn�tica de la luz, segnn la cusl este fen6me-
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DO esta producido por dos campos de fuerza, un campo eMctrico y un campo mag­
n6tico perpendiculares entre sf y normales ·al rayo hrmtnoso, y cuyas inteDSidades
varian con el tiempo segUn una ley sinusoidal de perfodo T, los cuales campos se

mueven segUn el rayo con la' velocidad c de propagaci6n de la luz, manteniendose
en concordancia de fase. Ests. teoda expliea sin dificultad c6mo las radiaciones son

portadoras de energfa, cosa que en la teorfa ondulatoria, como se dijo, exigfa atri­
buir una densidad al 6ter c6smico.

En la teoria electromagn6tica sigue vaJida la relaci6n fundamental

:>. = cT

i 2. CAviDADES A TEII(PERIATURA eONSTANTE.-CUERPO NIOORO.-RADIACI6N
INTEGRAL

Can razonamientos muy simples y sabre la base de las primeras investigacio­
nes que se hicieron sobre las radiaciones, la teorla de los lntereambios (Prevost, Kirch­
hoff) estableci6 que en una cavidad 0 recinto cerrado que se mantiene a temperatu­
ra constante, existe una radiaci6n compuesta, que comprende radiaciones de todos
los largos de onda, en una proporci6n que es caracterfstica de cada temperatura, y
que es distinta de una temperatura a otra. Esta radiaci6n se mueve en el interior
del recinto en todas direeciones; su composici6n es Is. misma en todos los puntas de
la cavidad, y sobre ella no infiuye la naturaleza de sus paredes, de modo que todos
loS recintos cerrados que tienen Ia misma temperatura T, cualesquiera que sean sus

vohimenes y la naturaIeza de sus paredes, contienen una radiaci6n de la misma

composici6n. Esta radiaci6n 'se denomina la radiaci6n integral correspondiente a la

temperaturaT.· .

La cavidad que contiene la radiaci6n integral debe ser cerrada, de modo que
es clificH experimentar con dicha radiaci6n, pues una abertura eualquiera que se

practicara cn ,Ia pared para sacar rs.diaci6n integral, Is. modificarla; te6ricamente

para que esto no ocurra, dicha abertura deberfa ser infinitamente pequeiia.
La rs.dis.ci6n integral Ia emite tambien la superficie de un cuerpo cuyo poder

de absorci6n (rs.z6n entre Is. energfa que absorbe y la total energla que recibe) vale
1. Como los cuerpos pintados de negro (negro de humo, negro de platino, etc.), se
acercs.n a esta condici6n, se llama cuerpo jisicamente negro a un cuerpo hipot6tico
que emitiese la radiaci6n integral. Es posible que el sol sea un cuerpo fisicamente

negro.

TEORIA

§ 3. INTENSIDAD DE RADIACI6N.-lNTENSIDAD INTEGRAL Y 1I(0NOCROI&A.TICA

Sea una superficie � colocada frente a otra superficie �', y supongamos que la

primera emita la radiaci6n integral correspondiente a una temperatura absoluta
T. La rs.diaci6n emitida por � y que llega a la superficie �' proviene de 10 que emi­

ten los infinitos elementos superficiales d 8 pertenecientes 8. �, Y que llegan a los in­

finitos elementos d 8' de la superficie 2:' • Consideremos entenees el fiujo elemental



.0 ANALES DE LA FACULTAD DB ClENClAS FISICAS Y MATEMATICAS

FIG.' I..

de energia radiante emitido por day que llega a d a'. La cantidad de energfa que
constituye esta emisi6n, sera, por unidad de tiempo:

1.0 Proporcional al '-rea aparente d'; COl i que presenta la superficie elemental
emisora normalmente al flujo elemental emitido j

2.0 Proporcional al area aparente d a' cos i' que presents Ia superficie elemen­
tal receptora normalmente al flujo elemental reeibido;

1
3.0 Proporcional a-2-, a virtud de la ley de la proporcionalidad inversa con

r

el euadrado de la distancia; y
4.0 Proporcional a un coeficiente que designaremos por i.
Entonces escribiremos

(J)

;, designa 10 que llamaremos intensidad de la radiacion emilida por d a.

Como se han supuesto en la figura day d a' infinits.mente pequefios de segun­
do orden, la energla emitida es de cuarto orden de pequefiez; el Indice i en el slm­
bolo W de la energla indica que se trata de Is. energla emitida por d a en una diree­
ci6n inelinada del angulo i con respeeto a Is. normal AN. En algunas aplicaciones
(como se vera mas adelante), sera poslble tomar como elemento superficial d s un

area infinitamente pequei'i.a de primer orden; entonces la energfa sera de tercer or­
den de pequefiez (dJ W,).

Tambien puede (altar 0 no 'ser necesaria 1a consideraci6n de Ia superficie 2:'

que recibe 0 que es atravesada por 1a energfa radiante que proviene de l:, 0 sea
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que Ja energla emitida por l: se propagarfa en tal eseo en�el espacio i1imitado Bi-
ds' cos i'

tuado a un lado de l:. Entonces se ve que �
es el angolo s6lido

del cono infinitamente delgado (pineel) que contiene la radiaci6n. Si Be designa por
d to ese angolo s6lido, se tendra en vez de (1) la expresi6n.

ttw, = i, ds �8 i dto (S)

Aquf d to es infinitamente pequeno de segundo orden i en las aplicaciones, pue­
de aer infinitamente pequeno de primer orden, en euyo easo 8C debera poner en el

primer miembro d' W, .

;";:-/6.2.

Pero la radiaci6n integral que estamoe considerando se compone de infinitas
radiaciones de ealidades diferentes, caracterizada cada una de elIas por 8U largo de
onda X. Entonces, la intensidad t, de la radiaci6n integral emitida por d 8 es la su­

ma de las intensidadcs de las infinitas radiaciones que componen dicha radiaci6n in­

tegral, y como i, debe tener un valor finito, csda una de las intensidades, que de­

signaremos en general por i)., de las radiaclones componentes, debe 'ser infinitamen­
te pequena, Por 10 tanto, escribiremos

t, = 2:: iX =1"t). dX
en donde ix = ex dX, que es Ia intensidad de la radiaci6n de calidad X (mas exaeta­
mente, de 1& radiaci6n comprendlda entre los largos de onda X y ). + dX) se llama
intensidad monocromdiica de la radiaci6n emitida por d 8 (.),

(.) El mismo nombre Be d•• t!). , 10 que en realidad no trae ineoQftnient•.
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Entonees, para una radiaci6n monocromlLtica determinada amitlda por d 8, es­

eribiremos las f6nnulas (1) y (t) en las formas

( S, d
d't::08ids'C08i'

d Wu). =t). ).
,;. (1 biB)

($ biB)

EI nuevo Indice ). colocado en el sfmbolo de la energfa, indica que se trata abo­
ra s610 de la radiaci6n de calidad )., en vez de la radiaci6n integral. AdemlLs, como
la intensidad monoeromatica es infinitamente pequciia, ba aumentado en una unidad
el orden de pequeiiez de la energfa considerada.

Como el primer miembro de, estas ecuaciones es una energfa por unidad de

tiempo (dimensiones LlMr-J), las dimensiones tanto de la intensidad i. de la ra-·

diaci6n integral, como la intensid� monocromlLtica e). d). serlLn

Las dimensiones de e� seran por 10 tanto

La intensidad de radiaci6n en el sistema COS se medirlL en ergs por centfmetro

cuadrado; e� se medira en ergs por centfmetro cnbieo, ambas por segundo de tiempo.
Para aclarar ideas, indicaremos desde luego c6mo se determinan experimental­

mente i, y e� .

§ 4. DETEJUlINACI6N DE i,

Esta magnitud depende s610 de T. Para determinarla, es menester disponer
Ide una fuente de energia radiante integral, y como tal puede tomarse un cilindro
bueco C (fig. S.a) que Be calienta y Be mantiene a la temperatura constante absoluta
T. Entonces, si se practica en la pared de este cilindro una bendidura muy delgada
h (en teoria debers ser infinitamente delgada) esta abertura dejarlL salir bajo to­

das las Inelinaeiones i, radiaci6n integral correspondiente a la temperatura conside­
rads. Pero una pantalla opaca A', en la cual se ba praetieado otra abertura h', de­
tiene en gran parte esa radiaci6n, y deja pasar s610 una pa.rte W, que se podra
ealeular integrando Is. ecuaci6n (1).

Esta integral tc6ricamente Be podra haeer cuando tanto la abertura h como 10.
h' tienen formas geometricaa y una posici6n mutua determinada. Por ejemplo, si
las dos aberturas son rectangulares y paralelaa de aneho B y de altura H (como se

ve en Is. perspectivs. fig. Sb), yestlLn a la distancia D, se puede considerar sin mu-
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FIG. s».
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eho error (cuando B es muy pequeno) que todos los rayos KN que pasan de una

abertura a otra, estan contenidos en un mismo plano, 10 que simplifica Ia expre­
si6n de los cosenos de i y de i'. Se tendria entonces

d « = Bdz

dB' ... Bdy
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cosi=cosi'=
D

valores que reemplasados en (1) dan

Por eonsiguiente

Haeiendo esta integral doble pormedio del desarrollo en serie, resulta finalmente

W = i
If H2 ( 1 _ l: H2 +� nll,: _ )• D1 S D2 u

10 que eseribiremos

W = i. J (*)

en donde J, como se ve, depende 8610 de las caracterfsticas gcometricas del sistema

experimental. Luego

W

J

FaIts entonces medir W. Para esto, a continuaci6n de la pantalla A' se coloca
una lente convergente L, que forma en la abertura h" la imagen de hi est-a aberturs
h" esta colocada en el plano focal de otra lente L;z, de modo que a la derecha de

L2 el fiujo de radiaci6n W queda constituldo por un haz rectangular de rayos para­
lelos, los cuales por fin entran al cilindro C} en donde un radi6metro R mide Ia ener­

g!a W que ese haz transporta. Por ejemplo el radi6metro R puede ser un bol6metro:
entonces dos conduct-ores electrieos comunican el puente del bol6metro con un gal­
van6metro G cuya desviaci6n, a Ia eaeala instrumental conocida de este aparato,
dara el,valor de W. En todo esto hay que hacer correcciones para tomar en cuenta

C*) El ejemplo que se ha supueste de doe aberturas iguales y paralelas ha servido s610 para
mOlltrar que ell posible relacionar W con i•. En Ia prictica pueden usarse otrOll dispositlvoa de

abertUJ'IB, que conducir£n a otr08 valores de ].
•
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la disminuci6n que por absorci6n sufre Wen 8U recorrido desde C a C/. Para eso,
todo el dispositivo, excepto 0, puede encerrarse en una camara vacla, 10 que supri­
me la absorci6n por el aire, y las lentes L, y Lz se bacen de substancias cuyo po­
der de absorci6n sea despreciable para la encrg(a radiante que se estamidiendo, por
ejemplo, sal gema (eloruro de sodio), Buorina (fluoruro de ealeio), 0 syIvina (eloru-
ro de potasio).

.

§ 5.MEDID.� DID el..-CURVA8 J:SPECTRALDS 18OTI)RMALES E ISOCROMATICAS

Para la medida de el. se debe en primer lugar descomponer el haz W de la de­
terminaci6n anterior en las radiaciones eIementales que 10 eomponen.Jo que se con­

sigue dispersandolo por medio de un prisms. P (fig. � e), 0 sea, como se dice en 6p­
tica f(sica, produeiendo 'el espectro de la radiaci6n integral W. Este prisma desvia­
ra desigualmente los rayos constitutivos del haz W: los rayos mas refrangibles
(menor largo de onda A) se desvlan mas (por ejemplo segUn a B)., y los menos re­

frangibles (mayor largo de onda) se desvfan menos (por ejemplo segUn a B'). Ahora
bien, -Ia desviaci6n a que experimenta un rayo de calidad A por efecto del prisma,
depende del angulo de incidencia, del angulo de refringencia del prisma, y del In­
dice de refracci6n nl, que presenta la sustaneia de que est! hecho el prisma, pars ls
radiaci6n A .. Todos estos son datos, de modo que en definitiva a guarda con A una

relaci6n que se puede calcular. en tal forma que bastara medir Ia desviaci6n que un

rayo ha experimentado por efectos de la interposici6n del prisma, para saber que!
largo de onds tiene la radiaci6n que se propaga segUn esc rayo. Si se hacen estos

calculos para una serie de valores de A, los resultados se pueden lJevar graficamen­
te en un sistema de eoordenadas a, A I obteniendose curvas como la de la fig. 4
(MPN).

Con estos antecedentes, la medida de e)" se hace como sigue, aplicando Ia f6r­
mUya (1 bis) integrada para el case:

= tl,dX. J

Pero como no se pueden hacer medidas con cantidades infinitamente i)E>quenas,
escribiremos esta ecuacion, reemplazando las diferenciales por incrementos:

de donde

Entonces, si se tapa el cilindro C1 con una tapa que tenga una abertura rec­

tangular de ancho

! '"" b b'
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y se eoloea C, en la posiei6n de Ie. fig. S c, el radi6metro R medira el ftujo A W de

energ{e. que transportan los rayos comprendidos entre a b y a b'. Ahora bien, el
rayo a b be. sufrido la desviaci6n a; entonces, si se neva este valor de a al diagra­
IDa de Ie. fig. 4., (a == 0 A), Ie. abcisa 0 B nos dara � . EI otro rayo extremo a b' he.
sufrido la desviaci6n (a -A a), siendo

b b' e

Aa==-- =-
ab d

Si Be Deva este valor a 180 figura 4 (segdn A A') se ve que B B' dara el valor
de A x , Y Be tendra alU

AX- .----

d tang"

Aa e

tang "

de modo que en definitive. se obtendra

e). ==

A Wd tang tp

Je

" aquf es el angulo de inclinaci6n de 18 euerda P pi, 0 sea, practlcemente er anguio
de inclinaci6n de la tangente a 180 curva de ls fig, 4., en el punto P.

Variando la posici6n del cilindro CI, a otros lingulos a, se deterrninaran asl
otros vafores de e). eorrespondientes a otros valores de X. Si se Devan los resulta­
dos que asf se obtengan en un diagrama e). , X (fig. 5), se obtiene, para la tempera­
tura T del cilindro C que produce la radiaci6n investigada, una curva tal como Is
ABC. Cambiando la temperatura a otra T'>T se obtendria otra curva (A'B'C').
Se ve, entonccs, que crecicndo Ia temperatura, todas las ordenadas crecen, y la or­

denada mtixima (B BI) Be desplaza bacia la Isquierda. Esta \lltima caracteristica



DE LA UNIVEllSlDAD DB CHILE

constituye 18 ley del desplazamiento de Wien (I 17). Como eada una de estas cur­

vas eorresponde a una temperatura eonstante, se les da el ealificativo de isotermale«,I

y como ellas resultan de la investigaci6n del espectro de Is radiaci6n integral, se
las IIams tambien curvas espectrales de Is radiaci6n.

Si se cortan unaserie de curvas ABC, A'B'C', A"B"e" por una vertical corres­
pondiente a un determinado valor de )., se obtendrd una serie de valores de flo co­

rrespondicntes a una serie de valores de T. Llevando estas series en un sistema de
eoordenadas fA, T, se obtienen las lla�adas curvas isoeromatica« (*).

o

�
rIG.S.

§ 6. PODER EAfiSIVO

Consideremos el elemento d 8 perteneciente a la superficie 2:, que dibujamos
ahora (fig. 6) de perfil. Este elemento d 8 emite la energfa radiante segdn rayos que
parten de A en todas direcciones, dentro del lingulo solido total 2r que se desarro­
Ua a un lado del plano SS tangente en A a Ia supcrficie 2: Los rayos que parten de
A Iormando el mismo Angulo icon la normal AN, forman un cono de Angulo solido

to = er (1 - cos z)

y quedan contenidos por unto dentro del lingulo s6lido elemental anular

dtO = 2rsen idi

(*) EI dispositivo experimental Que en la prl1ctica Be usa para Ia medida de eA difiere del ee­
quematiaedo en fig. 9. Asr, en lugar de lentes, se usan combinaciones de espejoa pIanos y wen­
eOI; ademtts, Be prefiere determinar directamente las curvas isocroml1tical, y de e11aa deducir las
eurvas ilOtermalee.



ANALBS DB LA FACULTAD DB CIBNCIAS F1SICAS Y MATBMATICAS

..

FIG.G.

Entoneee, la eeuaci6n (S bis) se escribid, (ahora dwes de primer orden de pe­
queopz) :

(ct W, h = I!rnd'Ad. sen i COB i di

Integrando para todo el espseio en que se propaga la radiaei6n emitida, resulta:

�

(ti W»). = r el. d'Ad.i IJ ,en i COB i di

Entonces, la total energfa de calidad 'A que emite por unidad de tiempo la uni­
dad de superficie valdra

Esta poteneia emitida por unidad de superfieie se lIame:poder emiBivo monocro­

mdtico, y se desi�a por E),.
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[.a potencia irradiada de toda. laa caliclade. (8) valdr' evidentemente

E = .. fo'" tAd),
y la llamaremos poder emiaillO integral

Abora, recordando que

(�)

y que

se tendratD las relaciones

(3 bis)

(4 biB)

f6rmulas que relaeionan los poderes emisivos (monoeromstieo e integral) con las
intensidades de radiaci6n (monoeromatiea e integral)

§ 7. DFiNSIDAD DE RADIACI6N

La radiaci6n emitida por la superficle de un cuerpo, al propagarse por el esps­
cio vecino transparente a ella, ocupa dieho espacio. Si en un punto de ese espacio se

considers un elemento dT de volumen, y se encuentra. que ell un cierto instante ese

volumen contiene la eantidad dW de energia, se da el nombre de densidad de ra-
dW

diaci6n en ese punto yen ese instante a la raz6n --" ,que CS, por 10 tanto la
dT

energfa correspondiente a la unidad de volumen del medio.

Designaremos por U esta densidad euando se trata de la radiaci6n integral, y
por U). euando se trata de una radiaci6n monocromatica. Es evidente desde luego,
por tratarse de magnitudes esealares, que

Deducideremos para U). una expresi6n que es valida. dentro de los eonceptos
de la teoria ondulatoria, euando se atribuye una densidad al �ter c6smico. Suponga­
mos para esto que luz, 0 en general radiaci6n de calidad )., se propaga segUn rayos

paralelos a un eje OX de eoordenadas (fig. 7), Y consideremos un haz de estos ra­

yos de secci6n transversal o. En un instante t, las partlculas de eter c6smico con­

tenidas entre una secci6n a a' (distante z del origen) y otra infinitamente pr6xima
b b' tendrAn una elongaci6n cuyo valor, suponiendo que en el instante t = 0 en el

origen 0 es nula, es (ecuaci6n del rayo):

4
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,
.

�-X, )� )..

I AI

0' X

I
I ...

A' a: lib' 8'X �)(�I

FIG,7.

La velocidad v de estas partlculas de eter valdra

d 8 2 'If 80 2 'If

(
% )V=dt"= T C08T t--;-

Entonces, 1a energia de 180 masa de eter contenida entre a a' y b b' seria, 1180-
mando s 180 densidad hipo�tica' del eter c6smico:

1
dW = - sf2d%.r

2 ,

y 1& energia contenida entre las secciones AA' y BB' cuya distancia es " seda

W=
2 'If

( %) jZT 'r; d%

=

Pero (2). es el volumen que conticne Ia energia w.; Iuego, 180 densidad U" de
180 energia valdra.

A
=--rx

(5)
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En esta f6rmula, A es constante, si permanece Ia misma Ia amplitud 'II de Ia os­
cilaci6n. En esas condiciones, ella indica que la densidad de la radiaci6n es inver­

samente proporetonel at cuadrado del largo de onda .

.

Pero, para el eter c6smico, como se ha dicho, Ia densidad s serfa nula (puesto
que el eter no es materia 0 bien no existe); con esto A tendrfa el valor cero, y la
f6rmula (5) deja de tener significaci6n, como Ia tiene en cambio por ejemplo en

Aclistica, en donde ella es Ia expresi6n eonoeida de la intensidad del sonido, que
es una ondulaci6n que se propaga en medios ponderables. Sin embargo, aplieeremos
esta f6rmuIa a las radiaciones, porque ell" conduce a un resultado exacto cuando
Ie Ia emplea para la determinaci6n de Ia presi6n de radiaci6n.

§ 8. PRESI6N DE RADIACI6N

Maxwell dedujo matematleamente que Ia radiaci6n debe ejercer una presion
sobre las superficies en que.. incide. Esta presi6n es extraordinariamente pequens,
y exige instrumentos de muy alta sensibilidad para ponerla en evidencia, como pu-

5 ._

------------

..n.
p x

---"v-_r"

-----�----

s

FIG. 8.

dieron hacerIo por primera vez Bartoli y otros, mucho despues de Is prediceion de
Maxwell.

Deduciremos primeramente Ill. presion que ejerce una radiaci6n de largo de 00-

da X que incide normalmente sobre un espejo perfectamente reflejante que se mue­

ve con velocidad f} aI encuentro de Ill. radiacion, y haremos esta deducci6n sobre
la base de Ia teorla ondulatoria, 0 sea como si el etcr c6smico fuere un medio pon­
derable.

Supongamos, primero, (fig. 8) el cspejo SS inm6vil en el origen 0 del eje OX

de coordenadas, que tomamos normal al espejo. Entonces Is radiaci6n incidcnte se

mueve en el sentido de las x negativas, y la radiaci6n reflejada en el scntido de II.lS
x positivas.

Como eI punto 0 csta. eontinuamente en reposo (elongaci6n nula), en el punto
P 1& ecuaci6n del rayo inoidente serA.:
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s = s sen 21r (_t_ +....:..)a
T X

y la del rayo reflejado sera:

(t x)s' = s' sen 2r ---o

T X

Para z = 0, como sobre el espejo perfecto habra siempre un nodo de vibraci6n,
debe tenerse, en cualquier instante t:

s + s' = 0

de donde

8'" = -so

Ahora, si el espejo se mueve con velocidad v, el rayo incidente no habra. sufrido
modificacion:

s = 8 sen 21r (_t_ -�)o

T X

En cambio, Ill. radiaci6n reflejada, que ha experimentado el efecto del movi­
rniento del espejo, puede tener un largo de ondo. distinto y por tanto un perlodo de
vibracion tambien distinto del largo de onda y del periodo de la radiaei6n incidente.
Su ecuacion del rayo debera entonees escribirse:

8' = 8' sen 21r(_t_ -.!_)o
T' X'

De nuevo In sumo. s + s' debe anularse en el espejo, 0 sea para x = v t, y para

cualquier valor de t. Luego debe verificarse continuamente que

s sen 271' t (_1_ +�) + s' sen 271' t(_l V_) = 0"

T X
0

T' X'

Esto exige al misrno tiernpo

Ia

1 !'

----+-
7' X

1 v

1" X'
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Pero
;..

T' = 2:._T=-;
c c

Reemplazando queda:

C+f.I C-I)
=

;.. ;..'

x ("+1)
o sea -= (6);..' C-f.I

10 que comprueba 180 predicci6n hecha de que el movimiento del espejo produce una

radiaci6n reBejada de ealidad �'distinta de 180 radiaci6n incidente ". La densidad
U' de 180 radiaci6q reBejada sed, tambien distinta de 180 densidad U de 180 radiaci6n

ineidente, y eegdn las radiaciones (5) y (6) Be tendra (.)

de donde

(C + 1)2
U' = U ----=­

(C-I) )2

Sea ahora n 180 superficie del espejo. Si estuviere en reposo, recibirla por unidad
de tiempo una cantidad de energfa incidente igusl a n c U, pero como se mueve con

.

180 velocidad I) al encuentro de esa energfa, recibe la cantidad

,

En forma de energra reBejada entrega la eantidad I

Wz = n (c -I)) U' = 0
(c + I) )2

U
c-v

Esta cantidad entregada es mayor que la recibida, y su diferencia debe ser la
medida de algtin trabajo que se haya realizado al mover el espejo, para 10 cual este
debe encontrar Ia resistencia de una fuerza. Esa fuerza sera 180 presion p que 180 ra­

diaci6n ejerce sobre el espejo mnltiplicada por f2 , Y eI trabajo correspondiente val­
dra p (} I). Luego:

[ ( c + V)l 1pf2v=Wz-W/=f2U -(c+v)
.

c-v

(*) La re1aei6n (5) es aplieable eon el mismo valor de A, porque las radiaciones reOejada e

incidente tienen la misma amplitud.
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c-v

de donde sale

c+v
p=2U--

c-v

Si el espejo est§. en reposo v vale cero y entonces:

p=2U (7)

Esta f6rmuIa importante dice que Ia presi6n que una radiaciOn ejerce sobre un

espejo perfecto, cuando incide sobre �I normalmente, es igual al doble de la densi­
dad de radiaci6n. En la deducci6n se ha supuesto que 1a radiaoi6n era monocromlL­

ticai si la radiaci6n � eompleja, 1a f6rmula es la misma, pero entonees U serla la
densidad de la rad!aci6n compleja, que es 1a suma de las densidades de las radiaeio­
nes componentes.

Cuando el espejo esta en repose, la radiaci6n reflejada tiene la misma densidad

que la radiaci6n incidente. La presi6n p se debe entonces por iguales partes a am­

bas radiaeiones, Entonees, si en Ingar de un espejo perfecto se tiene una superfieie
perfeetamente absorbente, la radiaci6n que sobre ella incidiese normalmente ejerce­
ria una presi6n

(7 bU)

pues faltarla la radiaci6n reflejada.
Probemos ahora que estos resultados son exactos, porque a elloe mlsmoe se lle­

ga sobre Is. base de la teorfa. electromagnetiea, que no necesita hacer uso de la £6r­
mula (5) que, como se ha repetido, es valida. s610 para medios ponderables.

Se dijo (§ 1) que en esta teorla, 10. luz se debe a la eoexistencia de dos campos,
uno electrico y otro magnetieo euyas inteneidades varian con el tiempo segnn una

ley ainuosidal, y que se propagan segtin el rayo luminoso con la velocidad c de la
luz.

.

Consideremos el campo eMctrico. Ahora en Ia jig. 7, en la abcisa x del haz de

rayos de eecci6n n I en Iugar del desplazamiento del eter earacterizado por' la elon­

gaci6n s, hay alll un campo electrico cuya. intensidad h vale:

h = h sen 211' (_t_�.:_)IJ T).

en donde hlJ es Ia intensidad maxima de dicho campo. Pero un campo electrico sig­
nifica que hay energla distribulda en el espacio en que se desarrolla el campo, ener­

gia euya densidad 11 vale
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f6rmuJa en que k designa la constante dieMctrica del medio. Entonces, entre laa
seeelones a a' y b b' , la energfa conteDida es:

khl
dW = "Odz = -Ddz

87f

y Ia conteDida entre A A' y B B' sera por tanto:

=

Pero D). es el volumen comprendido entre A A' y BB'. Luego la densidad de
Ia energia transportada por el campo electrico vale:

W khl
U =_.=_!_•

n). 1611'

Para el campo magnetico se encontrara anaIogamente:

JJll/
u =---m

- 1611'

en donde I' es la permeabilidad magnetics del medio, y Ho es Is intensidad mAxima
del campo magnetico, La densidad total U de la radiaci6n vale entonces:

Pero en Ia teorfa electromagnetica se demuestra que:

kh/' = I' H,/

de donde results.

10 que indica que la energla de Ia radiaci6n es transportada por partes igua­
les por los campos eleetrieo y magnetlco que constituyen dicha radiacien, Luego
Be puede escribir:
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U=2U =
kh"l .

•
8.

Cuando la radiaeion se reBeja en el espejo, la densidad U' de la radiaci6n re­

Bejada valdra:
kh,2

U'.=
"

8.

en donde h'" es la intensidad del campo electrieo reflejado. Ahora, come el espejo
es perfectamente reflejante, todas las Uneas de fuerza del campo incidente vuelven,
por reflexi6n, a constituir el campo reflejado, de donde se deduce, considerando la'
unidad de tiempo, que el mismo mimero de llneas del campo incidente que se repar­
tian en un largo (c + v) del rayo incidente se reparten, despues de la reflexi6n, en un
largo (c - v) del rayo reflejado. De aquf, recordando que la densldad de las lfneas
de un campo es una medlda de su intensidad, resulta:

h'lI C + v

h:=-;=; y sucesivamente:
II

h,l- (e + ,,)1 hlII .- (c-" )2 "

U'=
(c +,,)1

U
{C _,,)2

que es la misma f6rmuJa de pag. 53, deducida sobre la base del eter c6smico pon­
derable. Luego las f6rmulas (7) y (7 hi,) son rigurosamente exactas.

§ 9. PRESI6N DE R:ADIACI6N CUANDO LA INCIDENCIA E8 OBUCUA

Si la radiaci6n incide oblleuamente, formando los rayos un angulo a con la
normal CfoJ. 9), la relaci6n entre las intensidades h'o y hll de los campos eMctricos
incidente y reflejado sera:

.

v, e+"c08(1

--;;;-
=

C - " C08 (I

de donde:

y por tanto las densidades de las radiacionea guardaran la relaci6n:

(c +"C08(1)2
U' = U

(c-vco.a)l
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,

F/G.9.

La energia reeibida por el espejo par unidad de tiempo sera:

WI = 11 (c + v cos a ) U

la eneriPa devuelta. 801 espacio par refiexi6n sera:

(c +vcosa)2
W2·= O(c-vcosa) V' =0 ------ U

C-VC08a

. 0
La difereneia eorresponde al trabajo p- v de la presi6n de radiaci6n. Lue­

cos a

go se tiene como balance de la energia

o

[ (c + v cos a )1 ( )]P - V.= W1 - WI = n V - C + 1I C08 a
C08a

_.'

C-VCOsa

2 c V cos a + 2 v1 coi a
= OU--------

.. c-vcosa

de donde sale

c + VCOSa

p =,2 U COs''' a
C -VC08a

Si el espejo esta inmevil, V vale eero, can 10 cual

p = 2 Ucoia (7 fer)
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§ 10. PnESI6N DE LA RADlACI6N SOLAR

Seglin 10 anterior, la radiaci6n del sol debe ejercer sobre la tierra una presi6n.
Esta presi6n puede ealcularse partiendo del resultado de las rnedidas que dicen que
sobre una superfieie de 1 em? eoloeada en la tierra normalmente a los rayos sola­

res, con el sol en el cenit, llegan 1,92 calorfasgramos por minute (constante solar).
Como esta cantidad de energia .radiante debe estar contenida en un cilindro de
base 1 y de altura igual a 60 c, la densidad U de la radiaci6n solar que llega a la
tierra vale en unidades C.G.S.

1,92 X �,18'i ?< 10'U = =:0,·U6 X 10-4 erga/cmJ60X'JX1do

Si se admite que la superficie de Ia tierra es perfectamente absorbente, este
mismo valor sera. el de la presi6n, medida en dinas por centrmetro cuadrado (berias)

Luego
p = 0,446 X 10-4 dinas/cm.2

= 0,J,55 X 10-4 miUgramos/cm.2

Como se ve, esta presi6n es extraordinariamente pequefiaj sobre una hectares
de terreno valdria �,55 gramos.

,
,

/

rIG. 10.

Si se quiere calcular la presi6n total que el sol ejerce sobre la tierra, habrfs.
que proceder a integrar ests presi6n por zonas de alturas dz infinitamente pequenas,
Dada la enorme distancia a que est8. el sol, admitiremos que los rayos solares llegan
paralelos a Ia tierra (ftg. 10). Consideremos entonces la zona proyectada en la figu­
ra: sobre ella la radiaci6n llege bajo una incidencia ex y produce una presi6n normal,
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o sea dirigida segtin eI radio de Is tierra) de modo que Is resultante, que tendr& J8
direcci6n de los rayos solares valdra:

ap=27t'RdxUeoia

y Ia acci6n total 'sobre la tierra sera.:

p = t.R U f:co.' Q d:t

Pero entre las variables hay la rclaci6n

x == Reo8"

dx = - R sen a d"

Con esto p = 2. R' ufo -cola ... ada

2

Tomando para eJ radio de la tierra el valor

R = 6)37 X 1(1 ems.

resulta p = 30)000 toneladas, en ntimeros redondos.
Esta fuerza con que el sol repele por radiaci6n a la tierra es insignificante com­

parade con Ia fuerza gravitaeionel con que Ia atrae (esta ultima es aproximadamen­
te 1014 veces mayor). Pero si en vez de Is tierra se eonsideran cuerpos esfericos
eada vcz mas pequenos, como In repulsion decrece con el cuadrado del radio de Ia

esfera, y la atracci6n 10 hace con el eubo, 0 sea mas rapidamente (puesto que esa

atracci6n es proporcional a la masa del cuerpo atraido y por consiguiente a su vo­

lumen), Ia diferencia entre ambas fuerzas contraries se va haciendo menor, y para

eorprisculos muy pequenos, puede Ia repulsi6n debida a la radiaci6n superar a la
acci6n gravitaeional, Es 10 que oeurre con las partlculas extraordinariamente peque­
nas que constituyen la cola de los eometas, 10 que explica que esta cola aparezca
siempre orientada en direcci6n opuesta al sol.

§ 11. PRESI6N DE RADIACI6N EN EL INTERIOl� DE UNA CAVIDAD

Determincmos ahora la presion que ejerce la radiaci6n contenida en un recinto

eerrado de paredes perfectamente reflejantes, que se mantiene a temperatura cons­

tante. Para cualquier calidad A de radiaci6n eontenida en el recinto, vale eJ hecho
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�FIG. II.·

de que esta radiaci6n, despues de multiples reftexiones en las paredes, debe haberse
distribufdo uniforrnemente en todo el volumen del recinto. Ubiquemos entonces en

un punto cualquiera A del interior, un espejo perfecto infinitamente pequeno, La
radiaci6n de ealidad ;\ incidid. sobre este espejo bajo todas las incidencias oompren-

'Ir •
.

didas entre 0 YT ; en particular, la que llega con la incidencia cualquiera a

estara contenida dentro del cono anular elemental de angulo s6lido

dw = 2". Ben II d a

C6mo los rayos de ealidad ). existentes en el recinto tienen todas las direeeio­
nes posibles, si se trazan por A rayos paralelos a todas esas direeciones, esos rayos

quedaran uniformemente distribufdos en el espacio alrededor de A, 0 sea en el an­

gulo s6lido total � e , EI mimero tOtal de esos rayos es evidentemente proporcional
ala densidad U'). de la radiaci6n eonsiderada, en tanto que el ntimero de e80S rayos

que va por el interior del eono anular elemental d w sera proporeional a 1& densidad
"� de la energfa de ealidad ). que eae sobre el espejo con Is ineidencia a. Enton­
ces sera evidente ls proporci6n:

"II dw 1
--=- =-Benada
U). �". 2

de donde
J

"II = -U').Ben a d a
. 2
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La presion d p).. produeida sobre el espejo por esos rayos inclinados del angulo
CI valdra seglin ("7 ter):

1t

PA = u'J: _aCOB'ada =U, [ -
1t

_ClJ_;_Cl_]�

&
/- ---

f - -' ,

I I

•
"

,-
�

..... r \. .

.

,
:-'.

\",
""

..:,
-

'"
"

£::
........
-

y 1a presion total sera:

1
=-u)..
,_. 3

La presion p de la radiacion integral contenida en el reeinto valdra en seguida

o sea
t

p= -u
- 3

(8)

porque es evidcnte que la densidad de Is. radiaci6n integral es Ia sums de las den­
sidades de las radiaciones monoeromatieas constitutivas de ella, pues el volumen

para todas es el mismo.
Como este resultado es independiente de la posicion del espejo elemental eonsi­

derado, valdra tambien si este espejo se confunde con la pared interior del recin­
to. Pero como la naturaleza de Is. pared de un recinto eerrado, segtln la teorla de
los intercambios, no influye sobre la calidsd de Ia radiaci6n integral contenida en

el recinto ni sobre sus propiedades, el resultado seguid. siendo el mismo sin nece­

sidsd de suponer paredes reflejantes. Luego, la formula (8) express. que Is. radiaci6n
integral conten ida en una cavidad eerrada ejerce sobre sus paredes una presion
que es igual a la tercera parte de la densidad de Ia radiaci6n.

§ 12. RELACI6N E�TRE LA DENSIDAD DE RADIACI6N Y EL PODE� ElJISIVO

Consideremos (fig. 12) un elemento superficial d 8 de la pared de una cavidad.
La cantidad de energla de calidad A, emitida por segundo de tiempo por ese ele­

mento, dentro del cono de angulo s6lido dw inclinado del angulo -i respecto de la
normal vale segun (2 bie).
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r/G./2.

Pero es evidente que esa. misma energls puede avaluarse en func:6n de 190 den­
sidad (§ 11).

dU'
u·=U,,-• '"

4,..

y 190 velocidad c de propagacion de 190 radiaci6n:

pues esa energla que llega a d 8 cstA eontenida en un cilindro de secci6n transversal
-ds C08 i y de altura c. Igualando las dos expresiones:

dw
U).. - C d8 cos i = e). d). ds cos i dw

4,.. .

resulta:

Integrsndo para todas las calidades de radiaci6n eontenidas en 1& eavidad se

tendra:

Pero

y

r

JU).. = U

'IT Je).. d). = ri = E
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de donde resulta:

(9 )

conjuntamente con

4- E).. 4- 'If'i)..
U).=-=---

c c
(9 bis)

En estas f6rmulas tanto U como E e i no dependen sino de la temperatura T
del recinto.

§ 13. LEY DE STEFAN

Supongamos un cilindro de secci6n transversal S (fig. 13) en el eual puede
moverse un habolo Ai sea x ellargo de la cavidad C del cilindro en un momento

A

..14-- X --....I
I

rIG. 13.

dado; supondremos las paredes interiores del cilindro y del �bolo perfectamente
reflejo.ntes. La energla

.

radiante eontenida en el cilindro valdrA. entonces:

W=SxU

siendo U 10. densldad de 10. energfa, Esta densidad sed, s610 funci6n de la tempe­
ratura:

Si se entrega a Is. cavidad una cantidad de calor d Q (medids en unidades de

energfs.), y se mueve el �mbolo de 10. cuntldad d x I Is. energla d Q se gastara en parte
en aumentar 10. energla radiante eontenida en Is. cavidad, y en parte en re.o.r el

trs.bajo que signifies. mover el �mbolo, venciendo Is. resistencia de Is. presi6n. Se
tendra entonees:

dQ = dW +Spclx
y como

I
p= - U

J
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1
= S U dz + 8 x d U + T S U dx

==SxdU+ .1_SUdx
J

o bien introduciendo la temperatura T

�
d Q,:= S X tp' ( T) d T + T S '" ( T) d»

La diferencial d � de Ia entropfa valdra entonces:

d Q
S [ x 'I' ( T) d T � tp (T) dz Jd�=T= T +r -"1'--

El segundo miembro debe ser la diferenelal exacta de una funci6n F de T y z,

Luego se debe verificar que:

IF x (/I'(T), . ,4F + 'P(l')
- == eonjuntamente con -- \::: - ---

ITT 4x � , ; T

Derivando Ia primera de estas ecuaciones respecto de x resulta:

'P' (T)
=

T

y derivando la segunds respecto de T

tl F � T (/I' ( T) - (/I ( T)
�x4 T ·=T rZ

Igualando los d08 valores:
•

",' ( T)
T

de donde:
",'(T) 4-

,,(T) =T
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Multipliquemos ambos miembros por d T. Queda:

tp' (T) d T d T

rp( T)
= � T

ecuaci6n que se puede integrar:

Logtp(T) =4 Log T+Log A
o sea:

Luego:
I

Por tanto, el poder emisivo valdra segUn (9)

E = ..:.!!.._ =

C A
7'

4- .. 4

que escribiremos:
E ="r (10)

en donde " es una constante:

Esta ley, una de las mas importantes de la teoris de las radiaciones, dice que
. el poder emisivo de un cuerpo es proporcional a la cuarta potencia de su tempera­
tura absolute, El1a fu6 descubierta experimentalmente por Stefan y te6ricamente

por Boltzmann. En unidades C.G.S. la contante A vale, segun las medidas mas
exactas:

A = 7,65 X 1O-1J erg cm.-J

de donde:

",= 5,7� � 10-1 erg cm.-l 8eg-1

Begun estas cifras, un. cuerpo negro calentado a 11:1. temperatura de 1000 grades
absolutos, emite, por eentlmetro cuadrado y segundo de tiempo

5,7� X 107 ergs =.5,74 joules.= 1,37 colorias gramo

La densidad de Ia energia radiante contenida en un recinto cerrado a esa tern­

perature. valdrta 7,65 J(,lO-J ergs por centimeiro rubico y ejereeria sobre las paredes
. una presi6n' de 2,55 X 1(T-J dinas por cetuimetro cuadrado (barias), que es como se ve

del orden de las mil milloneslmas partes de una atm6sfer&.

§ 14. TEMPFRATUR,A DEL SOL

Con la ley de Stefan. y en 1& suposici6n de que el sol es un cuerpo negro y
emite por 10 tanto la radiaci6n integral, se puede ealeular 1& temperatura del sol

partiendo del conocimiento de Is cantidad de energia solar que llega a Ia tierra. Se

ha dicho mas atras que las medidas han dado para esta constante solar el valor:
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B = 1,92 coloruu gramo/minuto y ceni'metro cuadrado

1,92 X *,187 xul
60

= 1,34 >s 106 ergs/em} y seg.

Sea entonces (fig. 11) 0 el centro del sol, R su radio, y d a' una superficie in­
finitamente pequefia, eolocada en la tierra, a la distaneia D del sol.

La energts radiante solar que llega a d a' proviene del casquete esferico solar
(casi un hemisferio) que recorta sobre la superficie del sol un cono cuyo vertice es�
tuviese en d a' y cuyas generatrices fuesen tangentes a. la superficie solar. De este

easquete parte Is energla radiante hacia d a' con diferentes inclinaeiones i respecto

I
/

o

-_ (da')
G.

I
I
I

:.1

FIG. /4.

de la normal a Ia superficie del sol. Entonces, si se CODsidera una zona cuyas ba­
ses sean normales a 0 0, la energia que parte de esa zona haeia d a' 10 hace bajo
el mismo angulo i' , de modo que BU valor, para Ia calidad )., seria segun (1 bis)

( 4) cos i COB i' d B d tI'
d W, = cAd}l. 2A r

La superfioie d 8 de la ZODa esferica vale:

d s = 2 7r R2 sen a d a

Se tiene ademss:

COB i =

D'coe a=« R

r

cos if =

D- RCOBa

r
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Reemplazando:

(a! W, ) = n d�
(D C08 a - R) (D - R C08 a ) 2 'If RZ 8ena dad fI'

"

). (D2 + R2_ 2 D R COl a )2

Integrando para todas las zonaS que eomponen el casquete Bolar visible desde
la tierra, se tendrfa

en donde el lfmite superior al queda definido por
'

R
C08al =-

D

Para hacer Ia integrel se cambia de variable, poniendo

y = C08a

dy = -8enada

Con esto

En eI Irmite superior esta integral" vale

En el limite inferior vale
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Por 10 tanto 180 integral definida vale
2 �2 con 10 eual

Integrando para to�a 180 radiaci6n solar y !provechando (4-)

(*)

Pero
d2W
--- es la constante solar. Luego

d a'

ER2
B = --2-D

de donde

y como segdn 180 ley de Stefan

igualando los dos valores de E y despejando T se encuentra para 180 temperatura
absoluta. del sol el valor

Con los valores numericos, en unidades CGS

B = 1,34 X 106

R = 0,695 X 1011

D = 1,49 X}Ou
, .

results

a = 5,74 X 10-1

T == 5570 qrado« absolutos

= 5300 grados cenUgrados en numen s redondos.

Otras f6rmulas de esta teoria de las radiaciones van a permitir tamblen ealcu­
lar 180 temperatura del soli se obtendran eifras mas 0 menos eoncordantes con la. I

.

anterior.

C*) Es interesante observer que este rcsultado muestra que para 18. radiaci6n emitida, el sol
se comporta como un punto Irradiante ubicado en su centro.
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§ 15 .EXPANBI6N .�DIAB.bICA DE UN RECINTO QUE CONTIENE RADIACI6N

Resolveremos eol siguiente problema (fig. 15). Un espejo E se encuentra a la
distaacia To de otro espejo paralelo Eo. Una radiaci6n de calidad }. se mueve normal­

mente entre ambos espejos. Mientras el espejo E permanece inm6vil como Eo , Is.
reflexi6n en ambos espejos no produce modificaci6n alguna en Is. radiaci6n que se

movers entre los espejos eonservando invariable su largo de onda, Pero, en seguida,
aupondremos que el espejo E se mueve, alejandose de Eo. 0 sea, modificando BU

distaneia To & el, Ahora, 1& radiaci6n verifieara reflexiones sobre el espejo fijo Eo
que no alteran Is. calidad de la radiaci6n, pero, altemativamente. veri fica tambien

FIG. ISs.

B

E
I E.
,

A (

,e
'to )(t �

I

»ra IS".

reflexiones sobre el espejo m6vil E, las cuales reflexiones, segun se ha visto, (§ 6)
modifican su largo de onda, La f6rmula (6) de dicho § Be aplieara en este case) con

inversi6n del segundo miembro, porque ahora las reflexiones se verifiean sobre un

espejo que va huyendo de la radiaci6n incidente.
Sea. v la veloeldad con que se mueve el espejo E, y tomemos como origen del

tiempo el momento en que E se pone en movimiento; en un momento infinitamen­
te pr6ximo anterior ha partido de E (del punto A en la fig. 15a, en donde para ela­
ridad, se han dibujado los rayos incidentes y reflejados un poco separados, cuando
en realidad se eonfunden) la radiaci6n }., Is. cual se refleja en B sobre el espejo
6jo, sin modiflcar su calidad. Pero al alcanzar en C at espejo E, que en el inter­

valo se ha movido hasta la poaicion E, , haee una. primera reflexi6n con cambio de

largo de onda. Esto ocurre en el instante t, , def nido por la ecuaei6n evidente

c', = 2 r
0 + v t,
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de donde sale

y euando el espejo m6vil esta en EJ a. 180 distancia XJ dada. por

2 rov
XJ = vtJ = --­

c-v

La. segunda reflexi6n con cambio de largo de onda oeurrira en D, '(JIg. 16 b),
en el instante tz definido por

de donde sale

y encontrara al espejo m6vil en Ez, desplazado de una nueva eantidad

2rov (c+v )Xz =:= v tz =_._-

c-v c - v

Del mismo modo, puede verse que 180 tercera reflexi6n con eambio de largo de
onda ocurrira cuando el espejo m6vil se haya desplazado de 180 nueva cantidad

Entonces, 801 cabo de n reflexiones con eambio de largo de onda, el espejo m6-
vil se habra. desplazado de una cantidad total

d = XJ + X2 + XJ + + Xo

2 r, v [ (
c + v) (C + V )2=. 1 + + + ..

c-v c-v c-v

=
(

c +v )"-1:;
-I -r.[c:�:r-/]

c-v

Entonces. la distaneia rJ a que se encontraran los espejos 801 cabo de 180 reflexi6n
ndmero n v.aldra



DE LA UNIVERSIDAD DE CHILE 11

(C+V)"rl = ro + d = To
C-V

de donde

.u: =(
c + V )"ro c-v

Ahora. eada reflexi6n aumenta el largo de onda anterior en Ia proporci6n

(
c +v ).t' _ C

(§ 6, f6rmula 6). Luego el largo de onda
..
que habra. adquirido 180 radia-

ci6n ·801 cabo de las n refiexiones, sobre el espejo m6vil, 0 sea euando 180 distancia
entre los espejos ha aleanzado el valor rl guardara con el primitivo largo de onds
Is. relaci6n

�=( c+V)"),0 c- V

Combinando estas dos t1ltimas igualdades sale la relaci6n importante

que se puede escribir

ell )

en donde D es constan te

ApJiquemos este resdtado a una esfera hueca de radio ro, de paredes impermee­
bles al calor y perfectamente reflejantes, y que a la temperatura To contiene Is. rs­

diaci6n integral correspondiente, Consideremes una. radiaciou' monocromatica ),0
eualquiera eonstitutiva de esa radiaci6n integral; esta radiaci6n ('sta, movlendose
segun un camino como el indicado en 180 figura 16 (ABC ) 8i 1& esfera se

expande, creciendo su radio a un nuevo valor TI , cada una. de las cuerdas AB,
Be, CD, recorridas por la radiaci6n, incrementan sus largos tarnbien en la propor-

ci6n l, 10 que, segun el rcsultado involucrado en 1& ecuaci6n (/1) conduce a
To

que la radiacio-r de largo de onda ),., se transf�rme por la expansion de la esfera
en una radiaeion de largo de onrla "AI , que valdra

Lo propio ocurrira con todas las demas radiaciones, monocromdtlcas constitu­

tivas de 180 radiaci6n integral que contenla 180 esfera en su primitiva dimensi6n ro :

todas se transforman en radiaciones de otros largos de onda Quiere decir esto que
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180 esfers expandida a su nuevo radio ri , eonnene una radiaci6n total distinta de 1&

que contents Ia esfera cuando su radio era ro, y como las paredes se ban supuesto
imperrneables, esta nueva radiaci6n total debe ser tambien radiaci6n integral. Pero
como es distinta de 180 anterior, esto exige que la temperatura haya variado,

Fen6menos semejantes, ocurriran si en vez de crecer el radio de 180 esfera, �I

disminuye, 0 sea cuando en vez de una expansi6n de Ia radiaei6n integral, se ve­

rifiea una compresi6n. En ambos cambios (expansion 0 compresi6n), las paredes im­

permeables del reeinto no. han permitido intercambios de energfa {calor) con el ex­

terior, 0 sea que se ha tratado de una transJarmacion arJiablitica de la radiaci6n.
Lo anterior establece entonces que cuando la radiaci6n integral experimenta una

transformaei6n adiabatica, se modifican los largos de onda de las radiaciones mo­

noeromatieaa componentes, y Is. temperatura.

§ 16. LEYES DE LOS DESPLAZAMIENTOS

La expresi6n analitiea de estos cambios, da lugar a la forrnulaeion de dos le­

yes llamadas de desplazamiento: 180 ley de desplazamiento «largo de onda-, tempera­
tura> y 180 ley de desplazamiento «largo de onda-energla>.

Para dedueir la primera, consideremos una esfera hueea de radio r, de pa­
redes impermeables y perfectamente reflejantes, que contiene radiaci6n integral &

la temperatura absoluta T, y que veri fica una expansion adiabatica infinitamente
pequeiia, al cambiarse su radio r en (r + dr). Sea U Ia densidad de 180 radiaci6n.
La energfs contenida en 180 esfera vale entonces

4
W=-1rrU

, J
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Sabemos tambi�n que 180 presi6n que esta radiaci6n ejeree sobre las paredes
vale

1
p= -U

3

Cuando 180 esfera se expande, 180 energia W varia de 180 cantidad

dW=
4 .

T"",J dU +�.".,.z U dr

AI mismo tlempo, 180 presion p eiereitada sobre 1& superfieie �.". rz de la esfera,
realiza un trabajo

Como 180 transformaci6n es diabatica, debe verificarse que

o sea

ecuaci6n que se puede simplificar basta 180 forma

rd U +� Udr � 0

Dividiendo por r U:
dU dr
-+4-=0

U r

eeuaeion que integrada da

o sea

Log U +4 Logr = Log"
Ur4 =" (12)

en donde 11 es una constante. Esta et:uaci6n expresa que cuando una esfera se ex­

pande adiabdtlcamente, la densidad de la radiaci6n disminuye con Is. cuarta poten­
cia del radio.

Apliquemos 10 anterior a una determinada radiaci6n )., 10 que es posible, por­

que a las mismas f6rmulas se llegarla si se admitiese que una eavidad cerrada con­

tuviese a 180 temperatura T una sola radiaci6n.
Se tendria

(12 bia)
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y la ley de Stefan dada

Reemplszando :

Por Ultimo, segun (11)
)0

-=D)o
r

de donde

r=

10 que reemplazsdo mM arriba conduce a

y reuniendo todas las constantes en el segundo miembro:
•

4

Vnr-)0 T =
17)..

= 0;..
A).

(13)

en donde C). es una nueva constante caracterfstica de la radiaci6n X,
Ests ley de desplazamiento dice que si en III radiaci6n integral correspondiente

a una temperatura Tl , cambia por una transformaci6n adiabatica esta temperatu­
ra al valor Tz, entonces, una radiaci6n de largo de onda )oJ, eontenida en la ra­

diaci6n a T1, corre-ponde, se desplaza 0 es sustitulda por otra radiaci6n de· largo
de onda Xi tal que

Por ejemplo, si la radiaci6n integral existcnte en una cavidad 0 producida por
el euerpo negro a la temperatura absoluta T/ = 3000° absolutes contuviese 1& ra­

diaci6n amarilla de largo de onda Xl = 0,000055 ems., y por 1& expansion adial·ati·
ca. Ia cavidad 0 'el cuerpo negro se enfriasen basta Tz = 2000° , esa radiacion ama­

rilla serfa sustitulda por una radiaci6n de hugo de onda

que se ve que serfa invisible (radiaci6n infrarroja).
La. segunda ley de desplasamiento expresa que tarnbien la eneruta asoclada a

un largo de onda particular X cambia al verificarse una transformaci6n adiabatica
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de la radiaci6n. Para expreear este cambio, supongamos que la esfera de radio r

se Ilene s910 con radiaci6n de calidad ;\ . Como hay infinitas ealidades ;\ , Ia dena­
dad U). debe ser infinitamente pequefia, de modo que en realidad deberia hablarse
de densidad de una radiaci6n eomprendida entre los largos de onda ;\ y ( ;\ + d;\).,

.

y completar la ecuaci6n de § 7 en 1a forma

La ecuaci6n (12 bis) eorreetamente escrita serfa entonces

(12 ter)

"'-.

rIG. 17.

Entonces, supongamos que AI PI BI fuese 180 curva representative de la varia­
ci6n de Is. densidad U).I con XI , para la temperatura TI , cuando la esfera tiene el
radio ri , Y Az Pz Bz la curva para 1a temperatura Tz que adquiere Is. esfera eusn­

do su radio varia. al valor rz, siendo la transformaei6n adiab6.tica.:
Si ;\1 Y ;\z son dOB longitudes de onda correspondientes al desplazamiento cIar­

go de oada-temperaturas se verifieara

1'-1 Tz
--=--

Tambi�n se veri fica que
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y por ultimo

De 10. segunda de estaa ecuaciones sale, diferenciando

Reemplazando en 10. tereera

osc&

10 que se puede escribir en general

u�
=zr =F�T

en donde F� es una constante. Pero segUn (9 bis, § 10)

osc&

de donde

valor que reemplazado en la ecuaci6n anterior da:

(14)

en donde B>.. es otra constante. Esta relaci6n conatituye 10. segunds de las leyes
de desplazamicnto, la del desplazamiento senergta-largo de onda»,

Las leyes de desplasamiento (J3) y (J4) permiten determiner la radiaci6n in-·

tegral correspondiente & una temperatura Tz euando se conoee 1& radiaeicn inte-
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I

I

'(Pz
I'

I I

I J
I
I
I

o

gral eorrespondiente a otra temperatura TJ• Supongamos, por ejemplo, que se ha
determinado para 180 temperatura TJ (ver en § 5 esta determinaci6n experimental),
180 curve que relaciona ex con �

, y que hemos designado con el nombre de curva

espectraZ isotermaZ correspondiente a 180 temperatura. TJ• Sea. un punto PJ de ests

eurva, que indica que 180 radiaci6n de largo de onda )'J = OQJ se presents en la.
radia.ci6n integral con la intensidad de radiaci6n

rIG. /8

Entonces, un punto Pz de la eurva espectral correspondiente a la temperatura
Tz podra ser determinado porque su abscise �z = OQz vale, segun la. primers. ley de
desplazamiento

y su ordenada Pz Qz vale, segdn Ia segunda ley

Las medidas comprueban que Ia eurva espeetral correspondiente a Tz calcuIa­
cia asf por puntos coincide bastante bien con Is. que se obtiene experimentalmente.
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§ 17. LEYES DE WIEN

Las leves de desplazamiento (13) y (J 4) demostradas en el § anterior tienen
el inconveniente de que los constantes C).y B). son caracterfstieaa de cada radia­
ci6n monocromatica existente en la radiaci6n integral primitiva. Veamos, sin embar­

go, 10 que pass con la primera ley, euando se trata del punto de 180 curva espee....

tral eorrespondiente al maximo de la intensidad de radiaci6n. Sea �J 180 abscisa de
este punto. La abseisa del punto eorrespondiente por desplazamiento en la curva

espeetral de temperatura T2• valdrfe segun (13)

- C).l
}.2= -

T2
Del rnismo modo, la abscise }.J del punto correspondlente por desplazamiento

en la curva espectral de temperaturaFj valdrfa

Partamos ahora tomando como eurva primitiva 180 de la temperatura T2• A su

punto de abscisa �2 corresponderfa por desplazamiento en 180 curva TJ un punto de
abscisa

(n6tese que la constante C ha eambiado). Pero en el desplazamiento, el punto de
ordenada ma.xima en una. curva espectral da lugar -al punto de ordenada mA.xima
tambien en 180 nueva curva espeetral. Luego si �l era abscisa del punto de ordenada
maxima en la curva TJ, �2' �J Y �/J son tambien puntos de ordenada maxima en

las curvas T2 y TJ• Pero es evidente 'que la eurva TJ no tiene sino un mA.ximo;
luego �J y �'J son iguales 0 sea que 10 son tambien los coeficientes C).l y C').2'

Luego, para el punto de ordenada ma.xima (cuya abscisa designaremos por ).'" )i,
el coeficiente del segundo miembro de la ecuacion (13) es independiente de �, 0 sea.

que tiene el mismo valor para todos los largos de onda. Lo designaremos por C ,

sin fndice. Entonces se tendra

(16)

Esta f6rmula constituye Ia ley de desplazarniento de Wien. La constante C Be

llama constante de desplazamiento de Wien. Segnn las mejores determinaciones, euan­

do }.m se mide en ems, C vale 0,2884.
EI mismo razonamiento conduce al resultado que euando se trata de la ordena­

da maxima, 180 constante B). es independiente de �, de modo que eseriblremoa
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y portanto

Tambien esta ley se debe a Wien. 1::1 val, r de B es el mismo para todos los

largos de onda.
La ley de desplazamiento de Wien permite determinar Ill. temperatura del sol.

En efecto, de las medidas experimentales resulta que 180 radiaci6n que el sol emite

con maxima intensidad es Ill. radiacion amarillo-verdcsa correspondiente al largo de
onda

Xm = 0,000055
Luego

T= _c_ =

0,2884
= f24(f' absolutos

0,000))

valor que difiere poco del obtenido con 180 ley de Stefan.

§ 18. CURVA ESPECTR.AL REDucrDA

Seg6n 10 expuesto en el § 16, las .leyes de desplazamiento permiten, eonocida
la eurvs espeetral isoterrnal correspondiente a una temreratura TI, determinar 180
curva correspondiente a otra temperatura Tz. Asi, en 180 fig. J 8, se vi6 c6rno del

punta PI I de Ill. eurva a TI se puede deducir el punto Pz de Ill. eurva a Tz•
De esta aplicaci6n de las relaciones de desplazamiento, resulta entonees eviden­

temente, que si en esa figure, en lugar de dibujar las curvas isotermales en ejes

el, ,X, se las hubiera dibujado en ejes ; , X T, los puntos Pz y PI habrlan co­

incidido, 0 sea que 180 isotermal a Tz se eonfundirla eon 180 a TI , y 10 mismo oeu­

rriria para otras temperaturas. Una sola Isotermal, que podrfa ealifiearse de curva

reducida, representarfa entonces el fen6meno para cualquier temperatura.
Con los datos nu�ericos acumulados por las determinaciones de e). para dife­

rentes largos de onda X y diversas temperaturas T (§ 5), se ha podido comprobar
-que esta reduceion de las isotermales a una sola, se verifica efectivamente con gran
exactitud.

§ 19. Los LfllII'.l'.ES DE LAS TEORfA8 ONDULATORIAS.-LA TEonfA DE PLANCK

Lo anterior, y en especial las Ieyes de Stefan y de Wien constituyen, puede decir­

se, el lfmite a que ha sido posible llegar en el eonocimiento de las radiaciones, cuan­

do se razona exclusivamente sobre las bases de las teorlas ondulatorias, Pero queda
todavia el problema te6rico que resolver de Ill. determinscion de 180 ecuaci6n de las
curvas espectrales isotermales, 0 sea, 180 busqueda de la funci6n

cuya investigaci6n experimental se explic6 en el § 5.

Segun las leyes de desplaz�miento, se ha visto que se puede representar el fe-
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n6meno por una sola curva redueida, en ejes e� ,�T, de modo que se debe te­
T

ner

de donde

s). = T' � ( � T)

y como segnn (13)

resultar4.

Queda entonces por determiner � ( � T) . Sobre esta funci6n los resultados ob­
tenidos anteriormente, indican que ella debe eumplir con las condiciones de que la

integral de e). d). para una determinada temperatura, debe ser proporcional a la
cuarta potencia de esa temperatura (ley de Stefan), y que el maximo de SA debe

presentarse para un valor eonstante de ). T (ley de desplazamiento de Wien), y
su valor (e",) debe ser proporcional a In. quinta poteneia de T (segunda ley de Wien).

Diversos Ilsicos (Wien, Thiessen, Jeans, Raleigh), ban abordado este problema
sobre las bases de las teorfas ondulatorias, pero los resultados obtenidos no han
concordado sino en parte con las medidas experimentales. En cambio, Planck logro
formular una expresi6n de e)., notablemente congruente con las medidas, para
todos los largos' de onda,

Pero esta f6rmula fu6 encontrada sobre III. base de III. teorfa de Planck, que es

una teorfa corpuscular de III. radia.ci6n, porque supone que, III. energla radiante tiene
una estructura discontlnua. En efecto, en Ia base de esta teorfa esta el quantum de

Planck, que es una cantidad elemental de energla radiante,- una espeeie de ato-
•

mo indivisible de radiaci6n, distinto de una elase de radiaci6n a otra-que tiene el
valor

h"

en donde h es 10. constante de Planck (Hamada tambien elemento de acci6n) que
vale

h ::: 6,,, X 10-27 C.G.S.

y " es In. frecuencia de III. radiaci6n, 0 sea el valor reclproco del periodo de vibra­
ci6n:

1 c
11=.......-=-

T �

Ahora bien, segdn Planck, una. cantidad W de energta radiante de calidad }.

Be expresara en quanta h " de energia de esa calldad, en III. forma
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en donde Q no es una cantidad num�rica cualquiera, sino precisa y Unicamente un

dWnero entero 1, ,2, J, 4, ....•...•.
La teorfa de los quanta es, en cierto modo, una vuelta a 1& teorfa de la emisi6n

de Newton, que fu� 180 primers hip6tesis que se formul6 para explicar los fen6me­
nos luminosos, pero es evidente que ahora este retorno a la idea de los eorpnseulos
de Ius, apareee abonado por diversas consideraciones.

Asf, se ha reeordado (§ 2), que la teorfa de los intercambios establece que la
radiaci6n integral tiene una composici6n determinada, siempre la misma para la
misma temperatura, y que esta composici6n es independiente de la naturaleza de
las paredes de la eavidad que .eontiene la radiaci6n integral; que esta radiaci6n se

mueve eontinuamente en todas direceiones, sin que exists. en la cavidad una direc­
ci6n preponderante en tal movimiento; en seguida se ha vista que la radiaci6n

presenta una densidad, Y por Ultimo, que ejerce una presi6n sobre las paredes del
recinto que. la contiene, presi6n que es proporeional a aquella densidad. Si se pien­
sa bien, todas estas propiedades las tienen tambidn los gases, cuya constituci6n cor­

puscular (moleculas) es una evidencia de la Ftsica, y cuyas propiedades encuentran

precisamen,te su explieaci6n mAs clara en dicha constituci6n, y en el hecho de que
esas molecules constitutivas de los gases se estan moviendo continuamente, sin que
presenten una direcci6n privilegiada de movimiento. No es raro entonees que para
la energfa radiante sea admisible tambien una estruetura de esa naturaleza.

Entonces, en 180 radiaci6n integral existente en una cavidad cerrada, 0 emitida

por un euerpo negro, la energfa total W estara. constitufda de (1J, Qz, Q;, .

cantidades elementales de eoergfa radiante de las diferentes calidsdes "I, "2'
") , ..••.. 0 sea, que en dieha eavidad existiran los quanta h UI, h vz, h U J , .•••. '.

eada uno de ellos en un mimero entero determinado.
Ahora, segUn las ideas de Planck, cads uno de estes ndmeros Q esta determi­

nado por la posibilidad de que Ia cavidad que contiene la energla W oscile con la

frecueneia del quantum de energla correspondiente, para 10 cual Ia cavidad debera
constituir un reeonador 0 un sistema de resonadores, para Ia ondulaci6n de que se

trata. Lo primero que debe investigarse entonces es el numero N de estos resona­

dores que, para una calidad determinada de radiaci6n, existe en una eavidad.
Conocido este nnmero, se puede ealcular en seguida de cuantas maneras pue­

den los Q elementos de energfa de que se trata, distribuirse en los N osciladores

que Ie proporciona la eavidad. La f6rmula del analisis combinatoric que da ese mi­

mero es

p=
(N +Q-l )!
QI (N-J)/

Este ndmero P results extraordinariamente elevado, 10 que quiere decir que In.

energla en consideraci6n se puede distribuir en la eavidad, en sus elementos hu , de
un modo extraordinariamente grande de maneras 0 compleziones, pero no de un

nnmero infinito de maneras, como ocurrirfa si la energfa tuviera una constituci6n
continua.
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En euanto a cual de eaas numerosfsimas maneras posibles de distribucf6n es

la que adopta el sistema en un memento dado, no puede contestarse sino que ello
sera. un resultado del aZ&r; como ninguna complexi6n es privilcgiada, todas son

igualmente probables, y es por eso que ese mimero P mide la probabilidad termo­

dindmica del sistema (*). Ahora bien, esa probabilidad, segnn 10 express matemati­
camente la relaci6n de Boltzmann est6. relscionada con la eniropla del sistema,
magnitud en cuya expresi6n entra la temperatura. Se ve entonces que se logra asf

llegar a relacionar III. distribuci6n de la energla radiante en sus radiaeiones compo­

nentes, con la temperatura de la eavidad que contiene esa energfa,
Explicads de esta manera la mareha de los razonamientos en la teom de

Planck, pasemos a los detalles de su desarrollo.

§ 20. DETERMINACI6N DE N

Como se sabe, en los sistemas ffsicos de estructura diseontlnua, compuestos de
un enorme mlmero de eorpusculos, �s no pueden ser individualizados, y pueden
tener separadamente eomportamientos elnematieos, dinamleoe 0 de otro orden, muy
diferentes de un eorptisculo a otro. En tales eases, las propiedades 0 los fen6menos

que oeurren en eSQS sistemas (propiedades y fen6menos que son los eonocidos por
180 observaci6n) e5tan determinados por los valores medics estadfsticos que toman
las magnitudes que earaeterizan tales propiedades y fen6menos. Estc hecho, que �
considera fundamental en la Fisica modems (puesto que la materia, Is. electricidad,
la energia, tienen estructuras diseontlnuas) se refleja en la validez de las leyes ffsi­

cas, a cuyo respecto puede decirse que el antiguo determinismo absolute que Be lea

atribula, ha venido siendo rcemplazado por el eoncepto de que elias tienen s610
una probabilidad estadistica de verificarse. Consecuencia de estas modalidades de
los sistemas discontfnuos es tambien la imposibilidad que existe de determinar eI
valor de las magnitudes relacionadas con sus individuos separadamente. Asf el nu.ma­
ro N que nos preocupa en la teorfa de Planck es Indeterminable.

Pero puede en eambio determinarse el numero NI de oseiladores existentes en

una eavidad y que resuenan con ondulaeiones de largos de onda superiores 0 igua­
les a "I, y por consiguiente tambien se eonoeera el mlmero Nz de resonadores co­

rrespondientes a largos de onda superiores 0 iguales a "z. Entonees, (NI-Nz)
sera. evidentemente el mimero de osciladores que corresponderan a largos de onda

que esten eomprendidos entre "J\I y "J\z. En seguida se eomprende que se pueden
acercar estos Iimites "J\I y "J\z cads vez mas, para eneerrar entre ellos, cada vez con

mayor precisi6n, un determinado valor de "J\; pero no se puede llegar al limite de
hacer "J\I = "J\2 , porque entonces NI- Nz se anula, y el mimero N buseado no pue­
de determinarse. Pero antes de llegar a este limite, se puede establecer la relaei6n
diferencial que de el mimero dN de osciladores que resuenan con largos de onds
comprendldoa entre "y ("J\ + d "J\), relaei6n que es precisamente la que se nece­

sita para Is. teorfa de Planck.
Para hacer esta determinacion, eomencemos por imaginar una eavidad que ea-

(*) Sobre la <probabilidad termodinamica'lI ver La relaci6n d8 Boltzmann, por Gustavo Lira,
AMlea de la Facultad de Cienciaa Fisicas y Matcmtlticas de la Universidad de Chile, 1944.
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Jificaremos de unidimensional por tener una sols dimensi6n finita, y las otras dos

infinitamente pequeiias, 0 sea un cilindro de secci6n transversal in6nitamente pe­

queiia y de largo d. Es evidente que en 8U interior las ondulaciones pueden props­

garse solamente en el sentido del largo, reflejandose en las bases del cilindro y pro­
duciendo entonces una onda estacionaria, con nodos en los extremos del cilindro.
Como entre nodos debe haber una �stancia igual a un ntimero entero de semilargos
de onda, debe verificarse que

A
d=n

2

en donde noes un ndmero entero. Entonces este oscilador lineal constituye un re­

sonador para todos los largos de onda definidos por el valor

A=
2d

n

Pasemos ahora a un resonador bidimensional formado por dos bases rectangula­
res ABC D, A' B' C' D' separadas por una distancia e infinitamente pequens (jig.
19). Una ondulaci6n que se propagase por el interior de esta eavidad corresponde­
rfa por ejemplo a un rayo tal como Mo M, M:z MJ•••••••••••• todo �l situado en

.
.

un solo plano paralelo a las caras basales de la cavidad, y que se reflejarla forman-
do angulos 8, con las earas laterales que se proyectan segtln d" y angulos 8:z con

las caras que se proyectan segUn d:z. Las superficies de onda de la onda estacione­

ria formada por las reflexiones en las paredes Iaterales de la eavidad, serfan norma­

les a los rayos, y si�se trata de superficies nodales. guardarlaa entre elIas Ia dlstan-
A

.

ciaT (lineas de trazos en la figura), Ahora bien, superficies nodales deben pasar

necesariamente por las aristas AA I
, BB', CC/, , 10 que permite establecer

1& relaci6n·

A

2
•

en donde n) es un mimero entero, como asf mismo

x
-

2

en donde n:z es otro ndmero entero. Pero

M, b = MJ B cos Oz
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De
I

AID
[

A'D'
. r/6./9.

con 10 cual, reemplazando en 190 primera ecuaci6n, resulta

Analogameote, tratando la segunda ecuaeien, sale

y como los 8.Dgulos 0, Y ()I son complementarios:

( n �)2 (n
x )2--fa;- + 22r12 = coio, + coi O2 = J

•

Inmediatamente, Y por analogta se puede escribir que para una cavidad tri-
dimensional finita, de forma de un paralelep!pedo recto rectangular de. lados d/ ,

d2, dJ, se verificarla que

Apliquemos esta relaci6n a una cavidad de forma cubica, y sea d el valor eo­

mdn de las tree aristas. Resulta inmediatamente
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. 'Ento"nces si en esta ecuaci6n en el segundo miembro se da a � el menor valor

�III compatible con 180 condici6n de que nJ , nz y nJ sean n6meros enteros, toda com­

binaci6n de valores enteros de n" nz y nJ que d� una suma de sus euadrados in­
ferior a

correspondera a un largo de onds � > �"" para el cual 180 esvidsd c6bica conside­
rada constituye un resonador,

Escribamos 180 ecuaci6n para "...

n/+n/+n/ =

.

Si se llevan en tres ejes coordenados reetangulares OX, OY, OZ (fig. 20) los
valores de n, , �z, "J, esta ecuaci6n represents una esfera de radio

R=
2d

'-III

.

de 180 eual s610 debe interesar el octante comprendido entre la parte positive de
los tres ejes, puesto que "I, nz, nJ, no pueden tomar sino valores positivos. To­
memos entonees segdn el eje OX, n, unidades (OA = n/), Y segdn OY, nz unide­
des (OB = "z). En el plano de las XY.�as seran las coordenadas de un punto P.
Trazando por P lao paralels al eje OZ. hasta cortar en C la superficie del octante,
se ve que PC tendrs un largo que valdra un: cierto ndmero de unidadcs enterss,
mM una fracci6n, en el easo mas general. Entonces, eada una de las combinaeio­
nes "" 1I.z, J; "" 'nz, 2; n, , nz, J; eto., de los cuales existen tantos como unida-

I 4�
des enteras contiene PC, dara una suma de cuadrados inferior a Z-t 10 que in-

'-III
dica la existencia de tantos resonadores correspondientes a largos de onda mayores
que A... , como unidades enteras hay en PC. Ahora si se trazan las ltaess eontiguas
parelelas a AP y a BP, se determina alrededor de P un euadrado unitario, y si

por sus vertlees se trazan las paralelas a PC, y se dividen tambien �tas en uni­

dades, queda determinada, con base en el euadrado formado alrededor de P, una

columna paralela a OZ, .eompuests de tantos eubos unitarios como unidades ente­

ras hay en PC, mimero de eubos que representara tambien un ndmero de resona­

dores eorrespondientes a largos de onda mayores que '-.... En seguids, modificando
. los valores de nl Y de nz se determinardn otros puntos P, otras verticales PC y
otras columnae de cubos unitarios que se desarrollan bajo el octante de esfera, y
es evidente entonces que el mimero total de cubos unitarios !\Sf formado dara. el
el nnmero total de resonadores que en la cavidad existen y que corresponden � lar­
gos de onda mayores que '-",. Pero ese mlmero total de eubos es 1& medida del vo-
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z

FIGZO.

lumen del oetante (.); luego se tendra que el nt1mero N de resonadores correspon­
dientes a largos de onda mayores que}. valdra

10 que da, por unidad de volumen de Ia cavidad un mimero

(17)

De aqu( sale que el ndmero d sx de resonadores existentes en la unidad de vo­

lumen de la cavidad y eorrespondientes a largos de onda comprendidos entre � y
(). + dX) vale

4."
dnl. = --r dX

x
(17 bi8)

en donde se ha suprimido eJ signo negative que 56]0 indica que el nnmero nl. dis­

minuye cuando }. crece.

Para las radiaciones, ]a f6rmula anterior necesita todavia. una. modificaci6n,
por euanto las radiaciones constituyen onduJaciones transversales que pueden veri-

("') Con un error que es tanto mas pequeno eusntos nuts altos valorea puedan aleaDzar 108
mimeroa enteros n, 10 que precisamente oeurre en el easo de las radiaciones, por ser lOB valoree
de X extraordinariamente pequefios.
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ficarse segUn cualquier azimut alrededor del rayo. Esto duplics el mimero de reso­

nadores, porque las oscilaciones que Be verifiquen segdn azimutes arbitrarios, Be

pueden siempre reducir a oscilaciones independientes en dos azimutes normales en­

tre sf. Para las radiaciones se tendra entonces

(7 ter) (*)

§ 21. LA ECUACI6N ESPECTRAL DE PLANCK:

Establecido 10 anterior, consideremos la cantidad W de energia radiante de
calidad ). a distribuir en una cavidad en donde exlsten N resonadores correspon­
dientes. EI n6mero P de maneras (complexiones) como puede hacerse esta distribu­
ci6n vale, segdn se ha recordado.

p=
(N+Q-l)!
Q! (N -1)!

Tomando logaritmos naturales:

Lor p - Log [ (N +Q-I)!] -Log [ Q!] -Log [ (N -I) I]
.

Como N y Q son ndmeros extraordinariamente grandes, se puedcn expresar los

factoriales por la f6rmula de Stirling

q!= �(+)9
en donde e es la base de los 10garitmos naturales. Entonces

Log (q!) =+ Log ( 2 'f q) + q Log q- q

J J

=TLog 211' + T Logq +qLog q-q

=+ L09211'+(+ +q )L09q-q
J

Aquf, como q es muy grande, se puede despreciarT al lado de q, y tambien

J
el t�rmino T Log 2 11'. Queda.

(*) La f6rmula (17 bis) es aplieable a vibraclones longitudiuales como eon por ejemplo laa del
ionido en el aire. Ella serA vl1lida entonces para los. resonadores acdsticos de aire, tales como eon

108 tubas lIonor08, las cajas sonoras de los pianos, etc.
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• r

Log (q!) = q Log q - q

Aphcando esta f6mmla. al Log P results

Log I' = (N +Q-l) Log (N +Q-/) -N-Q +1

- Q Log Q + Q - (N -1) Log (N - I) + N-/

= eN + Q -/ ) Log (N + Q'-/ ) - Q Log Q - (N - J) Log (N --I)

y despreciando la unidad frente a Q y a N

Log P = (N +Q) Log (N +Q) -QLogQ-N LogN

Ahora, III. energia W por distribuir tiene, segdn Planck, la expresion

Al variar esta energia de la cantidad

dW=h.,dQ

la entropla ell variara de III. eantidad

dell = � =!!.!....: dQ
T T

,

en donde T es la temperatura de III. cavidad.
Pero segun Ia relaci6n de Boltzmann

en donde R es III. constante universal de los g!lSes, y (N) es el nUmero de Avogadro.
Igualando los dos valores de dell

.s: dQ = s: d(LogP )T (N)
o bien

hI' (N)
RT

d(LogP)
=

dQ

Pero de 1& expresi6n encontrada mas atras

•

Log (P) = (N + Q) Log (N + Q) -N Log N- Q Log Q
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sale, derivando

d(LogP)
dQ

=
N+Q

+Log(N+Q) _!L _Log Q
N+Q Q

N+Q
Q

= Log (N +Q) -LogQ = Log

Luego

Log
N +Q

=
h.,,(N)

Q RT

o pasando a la funcion exponeneial

h(N)
=s»:

N+Q =Qe

de donde

Q=
N

/i.y (N)
Ii'r"

e -1

con 10 eual

Nh"
Iav (N)
RT

e -1

Como la energfa W se habrfa repartjdo en los N osciladores, 1& energfa media

WI correspondiente a cada oscilador seria

W h"
WI =

N
=

h.v(N)
RT

e -1

Ahora bien, como en 1& unidad de volumen hay (I 19)

87r
dn";' = -r- d).

x

osciladores correspondientes a la radiacion comprendida entre ). y ( ). + d ). ) , en la

I
unidad de volumen habra una energla radiante de csa ealidad (y qUe no es otra

cosa que Is. densidad de energia)
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hr1 (N)
RT

, ,1 r
Si se recuerda. por fin que

v==
J c
-=-

T X

se puede escribir tambien

81f'he

)dX-1

(/8)he(N)
RAT

e

que es una. de las formas que se da a 180 celebre eeuacien espeetral de Planck.
Una segunda forma se deduce reeordando (§ 12) que

c

ex = --uX41f'
Resulta

he(N)

}RAT
e -1

§ 23. VERIFICACIONES DE LA ECUACI6N DE PLANCK

Como se dijo anteriormente, las curves espeetrales determinadas experimental­
mente concuerdan notablemente con la ecuaci6n de Planck. Probemos ahora que de
ella se pueden dedueir tambien las leyes de Stefan y de Wien.

Para demostrar 180 ley de Stefan hagamos en (/8)

he (N)
C2 =

--R--

(.) Aunque par 1& deduccion hecha de la ecuaci6n de Planck pudiera creerse que ella fuess
aplicable s6lo a una cavidad cdbica, su' universalidad se ve evidente si se recuerda que 1& eompo­
sici6n de 1& radia.ci6n integral es independiente de 1& forma y dimenaionee de 1& cavidad, y 'de la
naturaleza de � paredes.
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Entonees

U'A = uA d'A=
C1 d'A

A' (.
C,Z

)'AT
-1

Integrando

U_Clf" A'C
d}..

C2

_J'AT

Haciendo In. sustitueion

de donde

'A=

y por 10 tanto

C2 d »
d'A=--­

T :.;2
resulta

U = �:I T' f-e-'"x_3_]_ dx

integral que se resuelve deearrollando en serie:

U
c, Tj" ( __ 1 -JI: + 3 -lx 3 -3:t ) d=(;'4 x-e z:« +xe + x

2 "

Aplicando la solucion general de la integral definida

f
..

" ,..-cu:
n!

xed x = -;;:j:T
" a

results
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que es Ia eeuaci6n de Stefan: (I 1 J)

Luego el eoefieiente A tiene el valor te6rico

Con los val�res numerieos en unjdades C.G.S.

resulta

R = 8,3136 x 10'

h = 6,55 X 10-21

e = 3>..< 1010

(N) = 6,064 X IOZJ

A ::0: 7,58 X ur"

(seglin ¥Ulikan)

(segWi Millikan)

que puede eomparerse con el valor experimental dado en § 1 J.

Busquemos ahora 1& condici6n y el valor del maximo de e.

EI maximo ocurriri para el mlnimo de

1{ "e(N) }>. RAT
e -I

y quedara determinado igualando a eero la derivada de esta expresi6n. Result.. , Ils­
msndo >.'" el largo de onda correspondiente al muimo

ke(N)
R>. 2 T

e
'"

kerN)

(ke(N))RA", T RAm'!
>. s+ 8>." e - J = 0
'" '"

o ses

ke(N)
R

AmTI he (N) �e f- =6
B)'", T
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eeuaci6n de la lorma � (6 - %) - 6 que se satisface con el valor

%"'"
he(N)
RA",T

-0

que no tiene aignifieaei6n ftsica, y tambi�n con

he (N)
--- -4,965
RAmT

:l =

de donde

he (N)
4,966R

que es, como se ve, 1& ley de desplazamiento de Wien. Introduciendo los valores
'num�ricos en unidades C.G.S., resulta

Am T = 0,2884

valor que es igual al eneontrado experirnentalmente. Si se reemplaza A por Am en la

expresi6n (19) de eA se obtendra el valor del maximo de eA, que lJamaremos em.
Results.:

2h�
e-

= ----,-,-,---
...

A"; (e
4,961

-1)
y como para Am se verifies que

A =
m

0,2881,
T

queda

e", =

( )1 (4,961 ),0,2884 e - 1

= 4.14 X ur' TI

que es la otra ley de \Vien. (I /1).
I
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