Teoria de las radiaciones

rorR Gustavo Lira, Ingeniero Civil

PRELIMINARES

En la teorfa de las radiaciones, se acostumbra considerar éstas principalmente
bajo el aspecto de los fenémenos de energia (energia radiante) que ellas involu-
"cran. No obstante, no puede esta teorfa desentenderse completamente de los otros
aspectos geométricos y fisicos que presentan las radiaciones, y cuyo estudio, en es-
pecial con respecto a las radiacionecs luminosas (luz), conostituyen la Optica. La
teorfa de las radiaciones, por eso, en parte, y en-especial en sus comienzos, aprove-
cha de las teorias dela Optica (teoria ondulatoria y teorfa electro magnética) aun cuan-
" do después se desarrolla sobre una base propiamente energética, (teorfa de Planck),
cuando las anteriores hip6tesis resultan ineficaces para explicar, por ejemplo, las
relaciones entre la energfa radiante y la materia (distribucién de la energia en el
espectro del cuerpo negro).

Por cso iniciamos la teorfa de las radiaciones (§ 1 y § 2), recordando lo mas
importante de los aspectos ondulatorios de las radiaciones, y también los puntos de
partida que permiten considerar a la radiaciébn como una entidad energética inde-
pendiente.

§ 1.—RADIACIONES; RADIACIONES LUMINOSAS. LARGO DE ONDA. TEORfAs
ONDULATORIAS

La teorfa de las radiaciones es vilida para todas las radiaciones; sin embargo
sus aplicaciones més importantes estin en las radiaciones luminosas, nombre con
que en Fisica se designa a las radiaciones que emiten los cuerpos por incandescen-
cia, al ser calentados. La incandescencia no significa necesariamente producciéon de
luz visible; por otra parte, las llamadas radiaciones luminosas comprenden tam-
bién radiaciones invisibles que son las radiaciones ultravioletas y las radiaciones
infrarojas. Asf un cuerpo calentado a temperatura no muy elevada emite radiacio-
nes infrarrojas, a que es insensible el ojo humano; aumentando la temperatura, se
agregan a las anteriores radiaciones, las ultravioladas, que tampoco son visibles.

Se caracterizan las radiaciones por su largo de onda (N). Este concepto es ca-
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racterfstico de dos teorias que la Fisica ha formulado para explicarse los fenémenos
luminosos, mas generalmente los fenémenos de las radiaciones son: la teorfa ondu-
latoria (Huyghens, Young, Fresnel), y la teorfa electromagnética (Maxwell). Se-
gin la primera teorfs, la luz se deberfa a la vibracién transversal (en direccién per-
pendicular al rayo luminoso) de un medio especial, el éter c6smico, que se supone
que llena todo el espacio no ocupado por la materia. Esta vibracién sigue con res-
pecto al tiempo una ley sinusoidal de perfodo T caracteristico de la radiacién de
que se trata, y tiene la propiedad de propagarse, segin el rayo luminoso, en los
medios transparentes a la radiacion, con una velocidad determinada, que esla
velocidad de la luz y que vale para el vacfo (velocidad critica) '

c =38 X 10" cms/seg.

Con esta propagacién, puntos del rayo luminoso que se encuentran en el mismo es-
tado de movimiento (igual elongacién, izual velocidad, igual aceleracién) guardan
una distancia fija, que es el largo de onda )\, el cual esta ligado con el periodo T
y la velocidad ¢ por la relacién fundamental de las ondulaciones

A=cT -

Las radiaciones se caracterizan entonces también por el largo de onda. Asi, la luz
visible comprende radiaciones que van desde laradiacién decolor violado (), =0,000088
cms.) hasta el color rojo (N, = 0,000076 cms.); las radiaciones ultravioletas, que son
invisibles, tienen largos de onda inferiores a \,, y las radiaciones infrarrojas, tam-
bién invisibles, tienen largos de onda superiores a A, .

En la teoria ondulatoria, la luz tiene, como se ve, analogias con el sonido.
Pero el ronido se propaga solamente en los medios materiales (s6lidos, liquidos o ga-
ses), y no puede hacerlo en el vacfo, en tanto que las radiaciones se propagan tam-
bién en el espacio desprovisto de toda materia, como lo prueba la luz solar o la
luz de las estrellas, que llegan a la tierra atravesando enormes distancias a través
de los espacios celestes vacfos.

Pero, la teorfa ondulatoria, —que con razén se la ha calificado de una Cinem4-
tica del éter c6smico—, debib suponer al éter diversas propiedades. Asf, para expli-
car la velocidad muy elevada de propagacién de la luz debi6 admitir que este me-
dio posee una gran rigidez o una densidad extraordinariamente pequeiia, o ambas
propiedades a la vez. Admitir una densidad del éter cé6smico fué necesario también
para explicar el transporte de energia (energia radiante) que significa la propagaciéo
de las radiaciones, no obstante que la densidad es una de las propiedades caracte-
risticas de la materia, ¥ que el éter c6smico se habfa definido como un ente existen-
te precisamente en donde no hay materia.

Ahora bien, ninguna experiencia ha logrado evidenciar la existencia del éter
cbésmico ni la de ninguna de las propiedades que se le atribuyen, y la teorfa de la
relatividad contiene en sus bases la afirmaciébn de que el éter c6smico no existe.
Ademés, el descubrimiento de los fendmenos electro-6pticos y magneto-6pticos mos-
traron la insuficiencia de la teoria ondulatoria.

Naci6 entonces la teorfa electromagnética de la luz, segtn la cual este fenéme-~
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no estd producido por dos campos de fuerza, un campo eléctrico y un campo mag-
nético perpendiculares entre si y normales al rayo luminoso, y cuyas intensidades
varian con el tiempo segiin una ley sinusoidal de perfodo T, los cuales campos se
mueven segiin el rayo con la velocidad ¢ de propagacién de la luz, manteniéndose
en concordancia de fase. Esta teoria explica sin dificultad cémo las radiaciones son
portadoras de energfa, cosa que en la teorfa ondulatoria, como se dijo, exigia atri-
buir una densidad al éter césmico.
En la teoria electromagnética sigue vilida la relacién fundamental

A=cT

§ 2. CAVIDADES A TEMPERATURA CONSTANTE.—CUERPO NEGRO.—RADIACION
INTEGRAL

Con razonamientos muy simples y sobre la base de las primeras investigacio-
nes que se hicieron sobre las radiaciones, la teorfa de los intercambios (Prévost, Kirch-
hoff) estableci6 que en una cavidad o recinto cerrado que se mantiene a temperatu-
ra constante, existe una radiacién compuesta, que comprende radiaciones de todos
los largos de onda, en una proporcién que es caracteristica de cada temperatura, y
que es distinta de una temperatura a otra. Esta radiaci6én se mueve en el interior
del recinto en todas direcciones; su composicién es la misma en todos los puntos de
la cavidad, y sobre ella no influye la naturaleza de sus paredes, de modo que todos
los recintos cerrados que tienen la misma temperatura T, cualesquiera que sean sus
volimenes y la naturaleza de sus paredes, contienen una radiacién de la misma
composicién. Esta radiacién se denomina la radiacién integral correspondiente a la
temperatura 7. ) .

La cavidad que contiene la radiacién integral debe ser cerrada, de modo que
es dificil experimentar con dicha radiacién, pues una abertura cualquiera que se
practicara cn la pared para sacar radiacién integral, la modificarfa; te6ricamente
para que esto no ocurra, dicha abertura deberfa ser infinitamente pequeifia.

La radiacién integral la emite también la superficie de un cuerpo cuyo poder
de absorci6én (razén entre la energfa que absorbe y la total energia que recibe) vale
1. Como los cuerpos pintados de negro (negro de humo, negro de platino, ete.), se
acercan a esta condicién, se llama cuerpo fisicamenle negro & un cuerpo hipotético
que emitiese la radiacién integral. Es posible que el sol sea un cuerpo fisicamente
negro.

TEORIA
§ 3. INTENSIDAD DE RADIACION.—INTENSIDAD INTEGRAL Y MONOCROMATICA

Sea una superficie = colocada frente a otra superficie ', y supongamos que la
primera emita la radiacién integral correspondiente a una temperatura absoluta
T. La radiacién emitida por T y que llega a la superficie 2’ proviene de lo que emi-
ten los infinitos elementos superficiales d s pertenecientes a Z, y que llegan a los in-
finitos elementos d s’ de la superficie Z’. Consideremos entonces el flujo elemental
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FlG. /.

de energfa radiante emitido por d s y que llega a d ¢’. La cantidad de energfa que
constituye esta emisién, serd, por unidad de tiempo:

1.° Proporcional al 4rea aparente ds cos ¢ que presenta la superficie elemental
emisora normalmente al flujo elemental emitido;

2.° Proporcional al 4rea aparente ds’ cos i’ que presenta la superficie elemen-
tal receptora normalmente al flujo elemental recibido;

1
3.° Proporcional a—;—, & virtud de la ley de la proporcionalidad inversa con
r

el cuadrado de la distancia; y
4.° Proporcional a un coeficiente que designaremos por %,

Entonces escribiremos

t,ds cos 1 ds' cos ¥

F#W, = -

)

1, designa lo que llamaremos inlensidad de la radiacién emilida por d s.

Como se han supuestoen la figura ds y d &’ infinitamente pequefios de segun-
do orden, la energfa emitida es de cuarto orden de pequeiiez; el fndice 7 en el sim-
bolo W de la energia indica que se tratade la energia emitida por d 8 en una diree-
ei6n inclinada del 4ngulo ¢ con respecto a la normal AN. En algunas aplicaciones
(como se vers m4s adelante), ser4 posible tomar como elemento superficial ds un
frea infinitamente pequefia de primer orden; entonces la energia seri de tercer or-
den de pequeiiez (d&° W,).

También puede faltar o no ‘ser necesaria la consideracién de la superficie '
que recibe 0 que es atravesada por la energfa radiante que proviene de Z, o sea
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que la energia emitida por 2 se propagarfa en tal caso en'fel espacio ilimitado si-
. dal !

tuado a un lado de Z. Entonces se ve que ____%os_l_ es el dngulo sélido

del cono infinitamente delgado (pincel) que contiene la radiacién. Si se designa por

d w ese 4ngulo sélido, se tendrd en vez de (1) la expresi6n.

W, =i, ds cos i dw 0))
Aquf dw es infinitamente pequefio de segundo orden; en las aplicaciones, pue-

de ser infinitamente pequefio de primer orden, en cuyo caso se deberd poner en el
primer miembro d’ W, .

*F/G. 2.

Pero la radiacién integral que estamos considerando se compone de infinitas
radiaciones de calidades diferentes, caracterizada cada una de ellas por su largo de
onda A. Entonces, la intensidad 7, de la radiacién integral emitida por d s es la su-
ma de las intensidades de las infinitas radiaciones que componen dicha radiacién in-
tegral, y como 7, debe tener un valor finito, cada una de las intensidades, que de-
signaremos en general por 1), de las radiaciones componentes, debe ‘ser infinitamen-
te pequeia. Por lo tanto, escribiremos

.
g=xq=/nﬁ
o

en donde 7\ = e) d\, que es la intensidad de Ia radiacién de calidad A (més exacta-
mente, de la radiacién comprendida entre los largos de onda Ay A 4+ d)\) se llama
tntensidad monocromdtica de la radiacién emitida por ds (*).

(*) El mismo nombre se da a €3, lo que en realidad no trae inconvenientes.
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Entonces, para una radiacién monocromética determinada emitids por d s, es-
cribiremos las f6rmulas (1) y (2) en las formas

d8 cos1ds’ cost

(@’ W)\ =e) dr > (1 bis)

(& WA =e) d\ ds cosi dw (2 bis)

El nuevo indice A colocado en el simbolo de la energfa, indica que se trata aho-
ra s6lo de Ia radiacién de calidad A\, en vez de Ia radiacién integral. Ademés, como
la intensidad monocromética es infinitamente pequeiia, ha aumentado en una unidad
el orden de pequeiiez de la energfa cobsiderada.

Como el primer miembro de estas ecuaciones es una energfa por unidad de
tiempo (dimensiones L>MT’), las dimensiones tanto de la intensidad s, de la ra--
diacién integral, como la intensidad monocromética e) d\ serin

H = [e;‘ dx]= MT
Las dimensiones de ey, serdn por lo tanto
[q] =L 'MT

La intensidad de radiacién en el sistema CGS se medirden ergs por centimetro
cuadrado; e, se mediré en ergs por centimetro cébico, ambas por segundo de tiempo.

Para aclarar ideas, indicaremos desde luego c6mo se determinan experimental-
mente 7, y e).

§ 4. DETERMINACION DE 1,

Esta magnitud depende s6lo de T'. Para determinarla, es menester disponer
|de una fuente de energia radiante integral, y como tal puede tomarse un cilindro
hueco C (fig. 3.a) que se calienta y se mantiene a ]la temperatura constante absoluta
T. Entonces, 8i se practica en la pared de este cilindro una hendidura muy delgada
k (en teoria debera ser infinitamente delgada) esta abertura dejaré salir bajo to-
das las inclinaciones 7, radiaci6n integral correspondiente a la temperatura conside-
rada. Pero una pantalla opaca 4’, en la cual se ha practicado otra abertura R’, de-
tiene en gran parte esa radiacién, y deja pasar sblo una parte W, que se podrh
caleular integrando la ecuacién (7).

Esta integral teéricamente se podrd hacer cuando tanto la abertura h como la
k' tienen formas geométricas y una posicién mutua determinada. Por ejemplo, si
las dos aberturas son rectangulares y paralelas de ancho B y de altura H (como se
ve en la perspectiva fig. 3b), y estan a la distancia D, se puede considerar sin mu-
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F/G. 3a.

N[ ]9

S

D >

r76. 36.

A

cho error (cuando B es muy pequeiio) que todos los rayos KN que pasan de una
abertura a otra, estin contenidos en un mismo plano, lo que simplifica la expre-
si6n de los cosenos de 7y de +'. Se tendria entonces

ds=Bdz

de’ = Bdy
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D
YD + (y —12)?

€08 1= cost =

P =D+ (y—2)?
valores que reemplazados en (1) dan

B’ dzdy

r it +(y;z)T

EW =i,

Por consiguiente

=], —— dx — 232
s DZ Yy k4
()]

Haciendo esta integral doble por medio del desarrollo en serie, resulta finalmente

Wi #HKI 1m_+y£_ )
=1, D) 3 Dz 5 D‘ .............

lo que escribiremos
W=5J®

en donde J, como se ve, depende s6lo de las caracteristicas geométricas del sistema
experimental. Luego

. w
=

Falta entonces medir W. Para esto, a continuacién de la pantalla A’ se coloca
una lente convergente L, que forma en la abertura b’ la imagen de h; esta abertura
k" estd colocada en el plano focal de otra lente L;, de modo que a la derecha de
L, el flujo de radiacién W queda constitufido por un haz rectangular de rayos para-
lelog, los cuales por fin entran al cilindro C; en donde un radiémetro R mide la ener-
gia W que ese haz transporta. Por ejemplo el radiémetro B puede ser un bolémetro:
entonces dos conductores eléctricos comunican el puente del bolémetro con un gal-
vanémetro G cuya desviacién, a la escala instrumental conocida de este aparato,
dar4 eljvalor de W. En todo esto hay que hacer correcciones para tomar en cuenta

(*) El ejemplo que se ha supuestc de dos aberturas iguales y paralelas ha servido s6lo para
mostrar que es posible relacionar W con i,. En la prictica pueden usarse otros dispositivos de
aberturss, que conducirén a otros valores de J.
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Ia disminucién que por absorcién sufre W en su recorrido desde C a C,. Para eso,
todo el dispositivo, excepto G, puede encerrarse en una cAmara vacia, lo que supri-
me la absorcién por el aire, y las lentes L, y L, se hacen de substancias cuyo po-
der de absorcién sea despreciable para la energia radiante que se est4 midiendo, por
ejemplo, sal gema (cloruro de sodio), fluorina (Auoruro de calcio), o sylvina (cloru-
ro de potasio). . S

§ 5.MEDIDA DB ex. —CURVAS ESPECTRALBES ISOTERMALES E ISOCROMATICAS

Para la medida de e se debe en primer lugar descomponer el haz W de la de-
terminacién anterior en las radiaciones elementales que lo componen, lo que se con-
sigue dispersindolo por medio de un prisma P (fig. 3 c), o sea, como se dice en 6p-
tica fisica, produciendo el espectro de la radiacién integral W. Este prisma desvia~
rd desigualmente los rayos constitutivos del haz W: los rayos mds refrangibles
(menor largo de onda M) se desvian més (por ejemplo segin a B), y los menos re-
frangibles (mayor largo de onda) se desvian menos (por ejemplo segdn a B’). Ahora
bien, la desviacién a que experimenta un rayo de calidad N por efecto del prisma,
depende del £ngulo de incidencia, del 4ngulo de refringencia del prisma, y del in-
dice de refraccién n) que presenta la sustancia de que est4 hecho el prisma, para la
radiacién A. Todos estos son datos, de modo que en definitiva a guarda con A una
relacién que se puede calcular. en tal forma que bastar4 medir Ia desviacién que un
rayo ha experimentado por efectos de la interposicién del prisma, para saber qué
largo de onda tiene la radiacién que se propaga segln ese rayo. Si se hacen estos
célculos para una serie de valores de A, los resultados se pueden llevar graficamen-
teen un sistema de coordenadas a, A , obteniéndose curvas como la de la fig. 4
(M PN).

Con estos antecedentes, la medida de e) se hace como sigue, aplicando la fér-
muya (I bis) integrada para el caso:

B*H? 1 H? 1 H )
dW = ¢ d\ =
= AT ( s D vV D
=exd\.J

) . . . . 7
Pero como no se pueden hacer medidas con cantidades infinitamente pequeilas,
escribiremos esta ecuaci6n, reemplazando las diferenciales por incrementos:

AW =e AN
de donde
/ AW
e) =
AA.J

Intonces, si se tapa el cilindro C; con una tapa que tenga una abertura rec-
tangular de ancho

e=bd
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FIG. 4.

y se coloca C; enla posicién de la fig. 8¢, el radibmetro R medird el flujo A W de
energia que transportan los rayos comprendidos entre ab y ab’. Ahora bien, el
rayo ab bha sufrido la desviaci6n a; entonces, si se lleva este valor de « al diagra-
ma de la fig. 4, (@ = O A), la abcisa O B nos dara A . El otro rayo extremo a b’ ha
sufrido la desviacién (a —A a), siendo

by e
Aa= = —

ab d

Si se lleva este valor a la figura 4 (segiin A A’) se ve que B B’ dard el valor
de A A, y se tendré allf

Aa [
=
tang ¢ dtang ¢

AX=

de modo que en definitiva se obtendrd

AWdlang ¢
@ = Je

¢ aquf es el dngulo de inclinacién de la cuerda P P’, o sea, pricticamente el angulo
de inclinaci6n de la tangente a la curva de la fig, 4, en el punto P.

Variando la posicién del cilindro C;, a otros fngulos «, se determinarin asf
otros vafores de ¢ correspondientes a otros valores de M. Si se llevan los resulta-
dos que asf se obtengan en un diagrama ey , M (fig. 5), se obtiene, para la tempera-
tura T del cilindro C que produce la radiaci6én investigada, una curva tal como la
ABC. Cambiando la temperatura a otra T”>T se cbtendria otra curva (4’B'C’).
Se ve, entonces, que creciendo la temperatura, todas las ordenadas crecen, y la or-
denada mAxima (B B;) se desplaza hacia la izquierda. Esta Gltima caracteristica
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- B, B,
F1G.5.

constituye la ley del desplazamiento de Wien (§ 17). Como cada una de estas cur-
vas corresponde a una temperatura constante, se les da el calificativo de tsotermales,
¥y como ellas resultan de la investigacion del espectro de la radiacién integral, se
las llama también curvas espectrales de la radiacién.

Si se cortan una serie de curvas ABC, A’B’C’, A’’B”’C" por una vertical corres-
pondiente a un determinado valor de \, se obtendr4 una serie de valores de e co-
rrespondicntes a una serie de valores de T. Llevando estas series en un sistema de
coordenadas ex , T, se obtienen las llamadas curvas isocromdticas (*).

§ 6. PopER EMISIVO

Consideremos el elemento d 8 perteneciente a la superficie Z, que dibujamos
ahora (fig. 6) de perfil. Este elemento d s emite la energfa radiante segin rayos que
parten de A en todas direcciones, dentro del 4ngulo sélido total 2x que se desarro-
lla a un lado del plano SS tangente en A a la superficie = Los rayos que parten de
A formando el mismo &ngulo 7 con la normal AN, forman un cono de 4ngulo sélido

w=2x (1 —cost)

¥ quedan contenidos por tanto dentro del 4ngulo s6lido elemental anular
dw=2xsen1 di

(*) El dispositivo experimental que en la préctica se usa para la medida de ea difiere del es.
quematizado en fig. 8. Asf, en lugar de lentes, se usan combinaciones de espejos planos y esféri-
cos; ademds, se prefiere determinar directamente las curvas isocromsticas, y de ellas deducir las

curvas isotermales.
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Entoncee, la ecuacién (€ bis) se escribird (ahora dw es de primer orden de pe-
quefieg) :

(d* W,)n = 2xexndNdssen i cosi di

Integrando para todo el espacio en que se propaga la radiacién emitida, resulta:

(@ W) = rer dhde ' * gsenicosids
[ 4

L 1
=7ey dkds'[senzi] z

=wendrds

Entonces, la total energfa de calidad A\ que emite por unidad de tiempo la uni-
dad de superficie valdra
_( & W

T = xexd\

Esta potencia emitida por unidad de superficie ce llami’poder emisivo monocro-
mdlico, y se designa por E»

Evr=x%edN €))
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La potencia irradiada de todas las calidades (E) valdré evidentemente

E=tf e)d\ 03]

y la llamaremos poder emisivo sntegral
Ahora, recordando que

= exdh
¥y que
L]
;" =f e dh
0
se tendrédn las relaciones
Ey=rx1n) (8 bis)
E=nxi, (4 bis)

férmulas que relacionan los poderes emisivos (monocromético e integral) con las
intensidades de radiacién (monocromé4tica e integral)

§ 7. DENSIDAD DE RADIACION

La radiacién emitida por la superficie de un cuerpo, al propagarse por el espa-
cio vecino transparente a ella, ocupa dicho espacio. Si en un punto de ese espacio se
considera un elemento dr de volumen, y se encuentra que ep un cierto instante ese
volumen contiene la cantidad d W de energia, se da el nombre de densidad de ra-

dw
diacién en ese punto y en ese instante a la razén T , que es, por lo tanto la
T

energia correspondiente a la unidad de volumen del medio.
Designaremos por U esta densidad cuando se trata de la radiacién integral, y
por U cuando se trata de una radiacién monocromitica. Es evidente desde luego,

por tratarse de magnitudes escalares, que
U'= > Ua

Deducideremos para Ui una expresibn que es vilida dentro de los conceptos
de la teoris ondulatoria, cuando se atribuye una densidad al éter césmico. Suponga-
mos para esto que luz, o en general radiacién de calidad A, se propaga segiin rayos
paralelos a un eje OX de coordenadas (fig. 7), y consideremos un haz de estos ra-
yos de seccién transversal 2. En un instante ¢, las particulas de éter ¢6smico con-
tenidas entre una seccién aa’ (distante z del origen) y otra infinitamente préxima
bb’ tendrin una elongacién cuyo valor, suponiendo que en el instante { = o en el
origen O es pula, es (ecuacién del rayo):

2r ¢ T
s =3, sen _——
T c
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|4-x,-)|v A g )
| B

0L //// 7 x
{////////////////

l d.|:‘li B‘

FlG. 7.

La velocidad v de estas pﬁrtfculas de éter valdra

_ ds _21rs, . Zr[t _:c_)
| T T T\

Entonces, la energia de la masa de éter contenida entre aa’ y bb’ serfa, lla-
mando s la densidad hipotética’ del éter c6ésmico:

1
2

228205 2z . z\ |
= T2 cos —5 t-—-c) dz

y la energia contenida entre las secciones A4’ y BB’ cuya distancia es M serfa

dW = s Qdzv?

z,+)\
2737205
We—pm— [ cos —— t——-—)
I
2g2, Qs

TZ

Pero 2\ es el volumen que contiene la energia W, luego, la densidad Uy de

la energfa valdrd

w 2’ 82 T8, s¢
- - - ®)
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En esta férmula, A esconstante, si permanece la misma la amplitud s, de la os-
cilacién. En esas condiciones, ella indica que la densidad de Ia radiacién es inver-
samente proporcional al cuadrado del largo de onda.

" Pero, para el éter cbsmico, como se ha dicho, la densidad s serfa nula (puesto
que el éter no es materia o bien no existe); con esto A tendria el valor cero, y la
férmula (5) deja de tener significacién, como la tiene en cambio por ejemplo en
Acitstica, en donde ella es la expresién conocida de la intensidad del sonido, que
es una ondulacién que se propaga en medios ponderables. Sin embargo, aplicaremos
esta formula a las radiaciones, porque ella conduce a un resultado exacto cuando
ge la emplea para la determinacién de la presién de radiaci6n.

§ 8. PRESION DE RADIACION

Maxwell dedujo mateméiticamente que la radiacién debe ejercer una presi6én
sobre las superficies en que, incide. Esta presién es extraordinariamente pequeiia,
Y exige instrumentos de muy alta sensibilidad para ponerla en evidencia, como pu-

S

e e o o —— —— -t

X

(
?
7 P X
7
7

”

S

FlG. 8.

dieron hacerlo por primera vez Bartoli y otros, mucho después de la prediccién de
Maxwell. )

Deduciremos primeramente la presién que ejerce ura radiacién de largo de on-
da X que incide normalmente sobre un espejo perfectamente reflejante que se mue-
ve con velocidad v al encuentro de la radiscién, y haremos esta deduccibn sobre
la base de la teorfa ondulatoria, o sea como si el éter c6smico fuere un medio pon-
derable.

Supongamos, primero, (fig. 8) el espejo SS inm6vil en el origen O del eje OX
de coordenadas, que tomamos normal al espejo. Entonces la radiacién incidente se
mueve en el sentido de las = negativas, y la radiacién reflejada en el sentido de las
Z positivas.

Como el punto O est4d continuamente en reposo (elongaciéon nula), en el punto
P la ecuacién del rayo incidente serf:
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5 ¢ +z)
s—sasenr(T x

y la del rayo reflejado serd:

t x)
s =¢,sen 2xl ———
(7

Para z = o, como scbre el espejo perfecto habr& siempre un nodo de vibraci6n,
debe tenerse, en cualquier instante ¢:

s+s’.=0

de donde

s’c =3,

Abora, si el espejo se mueve con velocidad v, el rayo incidente no habr4 sufrido

modificacion:
14 z
=s, sen 2 ————)
s =8, sen 2w (T N

En cambio, la radiacién reflejada, que ha experimentado el efecto del movi-
miento del espejo, puede tener un largo de onda distinto y por tanto un perfodo de
vibracion también distinto del largo de onda y del perfodo de la radiacién incidente.
Su ecuacién del rayo deberd entonces escribirse:

! ! t x
s’ =4§, sen 21r(-T—,—-T

De nuevo la suma s + s’ debe anularse en el espejo, o sea paraz = vt, y para
cualquier valor de ¢. Luego debe verificarse continuamente que

2wt ( ! +v )+ ! 2 t( ! ’ =0
s ' —_— —_— q € — —— =3
. sen 2w )\ s’y sen 2w = N

Esto exige al mismo tiempo
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A N
Pero Ts — H T = —
c c
Reemplazando queda:
c+v c—y
A A
A cI v
0 sea il @

lo que comprueba la prediccién hecha de que el movimiento del espejo produce una

radiacién reflejada de calidad N distinta de la radiaci6n incidente . La densidad
U’ de la radiaci6n reflejada serd también distinta de la densidad U de la radiacién

incidente, y segtn las radiaciones (6) y (6) se tendrd (*)

v _(e+0)
, v N (c—v)?
de donde

., (e+0)

U=V~

Sea ashora @ la superficie del espejo. Si estuviere en reposo, recibirfa por unidad
de tiempo una cantidad de energfa incidente igual a ¢ U, pero como se mueve con
la velocidad v al encuentro de esa energia, recibe la cantidad

N\
W[=Q(C+Il) U

\
En forma de energfa reflejada entrega la cantidad

- 2
W,=0(c—p) U =g St 5

. c—v

Esta cantidad entregada es mayor que la recibida, y su diferencia debe ser la
medida de algin trabajo que se haya realizado al mover el espejo, para lo cual éste
debe encontrar la resistencia de una fuerza. Esa fuerza serd la presién p que la ra-
diaci6én ejerce sobre el espejo mnltiplicada por Q, y el trabajo correspondiente val-
dr4 pQv. Luego:

(¢ +0v)?

cC—v

pﬂv:_Wz—W,=9U _(c+v)]

—
(*) La relacién (5) es aplicable ¢on el mismo valor de A4, porque las radiaciones reflejada e

incidente tienen la misma amplitud.
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2¢v+ 2%
c—v

=QU

de donde sale

. p-2Uc+v

c—v
Si el espejo est4 en reposo v vale cero y entonces:
p=2U . )]

Esta férmula importante dice que la presién que una radiacion ejerce sobre un
espejo perfecto, cuando incide sobre él normalmente, es igual al doble de la densi-
dad de radiacién. En la deduccién se ha supuesto que la radiacién era monocroméb-
tica; si la radiacién es compleja, la férmula es la misma, pero entences U seria la
densidad de la radiacién compleja, que es la suma de las densidades de las radiacio-
nes componentes. )

Cuando el espejo est4 en reposo, la radiacién reflejada tiene la misma densidad
que la radiacién incidente. La presién p se debe entonces por iguales partes a am-
bas radiaciones. Entonces, si en lugar de un espejo perfecto se tiene una superficie
perfectamente absorbente, la radiaciébn que sobre ella incidiese normalmente ejerce-
ria una presién

p=U (7 bis)

pues faltarfa la radiaci6n reflejada.

Probemos abora que estos resultados son exactos, porque a ellos mismos se lle-
ga sobre la base de la teorfa electromagnética, que no necesita hacer uso de la f6r-
mula (5) que, como se ha repetido, es vdlida s6lo para medios ponderables.

Se dijo (§ 1) que en esta teorfa, la luz se debe a la coexistencia de dos campos,
uno eléctrico y otro magnético cuyas intensidades varian con el tiempo segin una
ley sinuosidal, y que se propagan seglin el rayo luminoso con la velocidad ¢ de la
luz.

Consideremos el eampo eléctrico. Ahora en la fig. 7, en la abcisa z del haz de
rayos de seccién @, en lugar del desplazamiento del éter caracterizado por la elon-
gacion s, bay alli un campo eléctrico cuya intensidad k vale:

14 l z
h=h,sen 2 (T —--)\—-)

en donde h, es la intensidad méxima de dicho campo. Pero un campo eléctrico sig-
nifica que hay energia distribuida en el espacio en que se desarrolla el campo, ener-
gia cuya densidad u vale

kA
8x
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férmula en que k designa la constante dieléctrica del medio. Entonces, entre las
secciones aa’ y bb’, la energia contenida es:

k h?

z

kh,zﬂmz(t zzd
=T sx |\ T A)”

y la contenida entre A A’ y B B’ ser4 por tanto:

dW = ufldz = Qdz

) $1+X
W Xk se'nz,(_‘_z_) iz
8r T 2
£
ERZQA
16 =

Pero 2 X es el volumen comprendido entre A A’ y BB’. Luego la densidad de
Ia energia transportada por el campo eléctrico vale:
W kh}
QN I6«x

U,=

Para el campo magnético se encontrard anilogamente:

B 1102

Un = 16 x

en donde p es la permeabilidad magnética del medio, y H, es la intensidad méxima
del campo magnético. La densidad total U de la radiacién vale entonces:

U=U+U. =—’—(kh.,’+nH.f)
16 »

Pero en la teorfa electromagnética se demuestra que:
kh?=pH}
de donde resulta U,=U,
lo que indica que la energfa de la radiacién es transportada por partes igua-

les por los campos eléctrico y magnético que constituyen dicha radiacién., Luego
se puede escribir:
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kh,z
&r

U=2U,=

Cuando la radiacién se refleja en el espejo, la densidad U’ de la radiacién re-
flejada valdra:
k hloz
8x

U=

en donde A’, es la intensidad del campo eléctrico reflejado. Ahora, come el espejo
es perfectamente reflejante, todas las lineas de fuerza del campo incidente vuelven,
por reflexién, a constituir el campo reflejado, de donde se deduce, considerando la
unidad de tiempo, que el mismo niimero de lineas del campo incidente que se repar-
tfan en un largo (¢ + v) del rayo incidente se reparten, después de la reflexi6n, en un
largo (c —v) del rayo reflejado. De aqui, recordando que la densidad de las lineas
de un campo es una medida de su intensidad, resulta:

K, c+v .
T = T Yy sucesivamente:
(c+0)?
r2 _ 2
,_ (e40)?

que es la misma férmula de pig. 53, deducida sobre la base del éter césmico pon-
derable. Luego las férmulas (7) y (7 bfs) son rigurosamente exactas. ’

§ 9. PRESION DE RADIACION CUANDO LA INCIDENCIA ES OBLICUA

Si la radiacién incide oblicuamente, formando los rayos un éngulo a con la
normal (fig. 9), la relacién entre las intensidades A’, y h, de los campos eléctricos
incidente y reflejado ser4: '

K, c+veosa

hy c—vcosa

_ (c+veosa)

"de donde: W= (c—vcosa)? ,°

y por tanto las densidades de las radiaciones guardardn la relacién:

U = (e+veosa)’

“ (e=—vcosa)?
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F/G. S.

La energia recibida por el espejo por unidad de tiempo serd:
W, =9(c+vcosa)U

la energfia devuelta al espacio por reflexién serd:

2
W,=8Q(c—vecasa) U =Q (¢ tocosa) U
: c—vcosa

. Q
La diferencia corresponde al trabajo p v de la presién de radiacién. Lue-
cosa

g0 se tiene como balance de la energia

p

cos a cC—VC0sa

2
v=W,— W, =0U [(c+vm8a) —{c+vecosa )]

2cvcosa+ 21 cost a
= QU
v c—vcosa

de donde sale

c+vcosa
p=2 U——————cos’
- cC—ycisa

Si el espejo est4d inmévil, v vale cero, con lo cual

p = 2 Ucos’a (7 ter)
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§ 10. PRESION DE LA RADIACION SOLAR

Segtin lo anterior, la radiacion del sol debe ejercer sobre la tierra una presién.
Esta presién puede calcularse partiendo del resultado de las medidas que dicen que
sobre una superficie de I ¢m.2 colocada en la tierra normalmente a los rayos sola-
res, con el sol en el cenit, llegan 1,92 calorfasgramos por minuto (constante solar).
Como esta cantidad de energia radiante debe estar contenida en un cilindro de
base 1y de altura igual 8 60 ¢, la densidad U de la radiacién solar que llega a la
tierra vale en unidades C.G.S.

-

1,92 X 4,187 X 10/
K X 0,446 X 10 ergs/om’

U= x3 x10°

Si se admite que la superficie de la tierra es perfectamente absorbente, este
mismo valor serd el de la presién, medida en dinas por centimetro cuadrado (barias)

Luego
p = 0,446 X 10™* dinas/cm.®

= 0,466 X 10~* miligramos/cm.}

Como se ve, esta presién es extraordinariamente pequefia; sobre una hectérea
de terreno valdria 4,66 gramos.

F1G. 10.

Si se quiere calcular la presién total que el sol ejerce sobre la tierra, habria
que proceder a integrar esta presién por zonas de alturas dz infinitamente pequefias.
Dada la enorme distancia a que esté el sol, admitiremos que los rayos solares llegan
paralelos a la tierra (flg. 10). Consideremos entonces la zona proyectada en la figu-
ra: sobre ella Ia radiacién llega bajo una incidencia a y produce una presién normal,
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o sea dirigida segin el radio de la tierra, de modo que la resultante, que tendr4 Ia
direcci6n de los rayos solares valdrd:

dp=2xRdzUcosa

¥ la accibn total sobre la tierra serd:

R
p=2xRU f 08’ a dz
Pero entre las variables hay la relacién
z=Rcosa

dr = —~ Rsenada

Con esto p=2x R? Uf — cos’a sen a da
x
F)
1 ‘ °
=— x R*U |cos’a
2 %
7
-LrRzU
2

Tomando para el radio de la tierra el valor

R = 6,37 X 10° cms.

resulta p = 30,000 ioneladas, en niimeros redondos.
Esta fuerza con que el sol repele por radiacién a la tierra es insignificante com-

parada con la fuerza gravitacional con que la atrae (esta dltima es aproximadamen-
te 10'* veces mayor). Pero si en vez de la tierra se consideran cuerpos esféricos
cada vez mds pequerios, como la repulsién decrece con el cuadrado del radio dels
esfera, y la atraccién lo hace con el cubo, o sea més ripidamente (puesto que esa
atraccién es proporcional a la masa del cuerpo atraido y por consiguiente & su vo-
lumen), la diferencia entre ambas fuerzas contrarias se va haciendo menor, y para
corpisculos muy pequeiios, puede la repulsién debida a la radiaci6én superar a la
accién gravitacional. Es lo que ocurre con las particulas extraordinariamente peque-
fias que constituyen la cola de los cometas, lo que explica que esta cola aparezca
siempre orientada en direccién opuesta al sol.

§ 11. PRESION DE RADIACION EN EL INTERIOR DE UNA CAVIDAD
Determinemos ahora la presién que ejerce la radiacién contenida en un recinto

cerrado de paredes perfectamente reflejantes, que se mantiene a temperatura cons-
tante. Para cualquier calidad A de radiaci6én contenida en el recinto, vale el hecho
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FIG. /] -

de que esta radiacién, después de miltiples reflexiones en las paredes, debe haberse
distribufdo uniformemente en todo el volumen del recinto. Ubiquemos entonces en
un punto cualquiera 4 del interior, un espejo perfecto infinitamente pequefio. La
radiacién de calidad A incidird sobre este espejo bajo todas las incidencias compren-

didas entre O y —;— ; en particular, la ﬁue llega con la incidencia cualquiera a

estar4 contenida dentro del cono anular elemental de 4ngulo sélido
dw=2r senada

Cémo los rayos de calidad M existentes en el recinto tienen todas las direccio-
nes posibles, si se trazan por A rayos paralelos a todas esas direcciones, esos rayos
quedardn uniformemente distribuidos en el espacio alrededor de 4, o sea en el 4n-
gulo sélido total 4 ». El ndmero total de esos rayos es evidentemente proporcional
a la densidad Uy de la radiacién considerada, en tanto que €l ndmero de esos rayos
que va por el interior del cono anular elemental d w serd proporcional a la densidad
u 4 de la energia de calidad A\ que cae sobre el espejo con la incidencia . Enton-

ces serd evidente la proporcion:

Ya =-(—i9— =-£—senada
Us 4r 2

de donde

Uy = -g-l];.aena da
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La presién d pa producida sobre el espejo por esos rayos inclinados del dngulo
a valdrs segin (7 ter):

dpr =2 ug cos’a = Uy sen a cos’ada /
-

y la presién total seri: . / i

=
7
psz;f senacos’ada = Uy [-—- 3

o
TR

1
. _—_ -3“ Ul
La presién p de la radiaci6bn integral contenida en el recinto valdré en seguida

1
P=Zp\ = —3-2 Ux

1
0 sea p= 7 U 8)

porque es evidente que la densidad de la radiacién integral es la suma de las den-
sidades de las radiaciones monocrom4ticas constitutivas de ella, pues el volumen
para todas es el mismo,

Como este resultado es independiente de la posicién del espejo elemental consi-
derado, valdrid también si este espejo se confunde con la pared interior del recin-
to. Pero como la naturaleza de la pared de un recinto cerrado, segin la teoria de
los intercambios, no influye sobre la calidad de la radiaci6n integral contenida en
el recinto ni sobre sus propiedades, el resultado seguird siendo el mismo sin nece-
sidad de suponer paredes reflejantes. Luego, la f6rmula (8) expresa que la radiacién
integral contenida en una cavidad cerrada ejerce sobre sus paredes una presi6n
que es jgual a la tercera parte de la densidad de la radiacién.

§ 12. RELACION ENTRE LA DENSIDAD DE RADIACISN Y EL PODER EMISIVO

Consideremos (fig. 12) un elemento superficial d s de la pared de una cavidad.
La cantidad de energfa de calidad A, emitida por segundo de tiempo por ese ele-
mento, dentro del cono de 4ngulo sélido dw inclinado del 4ngulo ¢ respecto de la

normal vale segtn (2 bis).

(d’m ))\ = ex d\dscos i dw
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Fl1G./2.

Pero es evidente que €sa misma energfa puede avaluarse en funcién de la den-
sidad (§ 11).

dw
u,-=U;,—u—

2 |
y la velocidad ¢ de propagacién de la radiaci6n:

d
(d’ W, )k = Ux ——4—1:—@' ds cos i

pues esa energfa que llega a d s estd contenida en un cilindro de secci6n transversal
-ds cos ¢ y de altura c. Igualando las dos expresiones:

dw . .
Us T ¢ ds cos © = ey d\ ds cos i dw

¥ 3
resulta:
cUx = 4mendn
Integrando para todas las calidades de radiaci6bn contenidas en la cavidad se
tendra:
.ch; = /;wfex d\
Pero

o
"U;,=U

y #fexdk=1ri=E
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de donde resulta:

U= ——4 E = 4 il (9)
c c
conjuntamente con
E .
U1—4c)' = 4:“‘ (9 bis)

En estas formulas tanto U como E e 7 no dependen sino de la temperatura 7
del recinto.

§ 13. LEY pE STEFAN

Supongamos un cilindro de seccién transversal S (fig. 13) en el cual puede
moverse un émbolo 4; sea z el largo de la cavidad C del cilindro en un momento

A

S ———

A

S

MNN

!t-——x —
FlG. 13.

dado; supondiemos las paredes interiores del cilindro y del émbolo perfectamente
reflejantes. La energfa " radiante contenida en el cilindro valdr& entonces:

W=8zU

siendo U la densidad de la energfa. Esta densidad serf sélo funcién de la tempe-
ratura:
U=¢(T)

Si se entrega a la cavidad una cantidad de calor dQ (medida en unidades de
energfa), y se mueve el émbolo de la cantidad d z, la energfa d Q se gastaré en parte
en aumentar la energia radiante contenida en la cavidad, y en parte en realigar el
trabajo que significa mover el émbolo, venciendo la resistencia de la presién. Se
tendréd entonces:

dQ = dW + Spdz
y como
P=
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I
4@ =d (S:c U) +5 S U

I
~SUds+82dU+5SUdz

=8zdU+ —ﬁ-—SUdJ:

o bien introduciendo la temperatura T
dQ =Sz¢'(T)dT + é—Sgo(T)d:t

La diferencial d ® de la entropfa valdrd entonces:

dQ zo'(T)dT 4 o(Ndzx
d¢= 7= =8|1—73 +?T]

El segundo miembro debe ser la diferencial exacta de una funcién F de T y z.
Luego se debe verificar que:

3F  z(T) . . 8F 4 o(T)
3T = T conjuntamente con 57 -3 T

Derivando la primera de estas ecuaciones respecto de z resulta:

’'F ¢ (T)

8Téz - T

y derivando la segunda respecto de T

#F__ 4 To(T)—¢(T)
¢z6T - 3 T? ‘
Igualando los dos valores:
®
¢(T) 4 ¢(T) 4 e(T)
T 3 T 3 T
de donde:
e (T) _4.
o(T) T
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Multipliquemos ambos miembros por d T. Queda:

o (T)dT dT
(1) ~° T

ecuaci6én que se puede integrar:

Logo(T) =4 Log T+ Log A
0 8ea:

e(T)=AT!
Luego: U=AT'

Por tanto, el poder emisivo valdrd segdn (9)'

E= cU = C_A_ T*
4 4
que escribiremos:
E=oT! (10)

en donde ¢ es una constante:

Esta ley, una de las m4s importantes de la teorfa de las radiaciones, dice que
‘el poder emisivo de un cuerpo es proporcional a la cuarta potencia de su tempera-
tura absoluta. Ella fué descubierta experimentalmente por Stefan y tebricamente
por Boltzmann. En unidades C.G.S. la contante A vale, segin las medidas més

exactas:
A=17265X10"" erg em.™

de donde:
=057} X 10~7 erg em.™? seg~!

Segin estas cifras, un cuerpo negro calentado a la temperatura de 7000 grados
absolutos, emite, por centfmetro cuadrado y segundo de tiempo

5,24 X 107 ergs = 6,74 joules = 1,37 calorfas gramo

La densidad de la energia radiante contenida en un recinto cerrado a esa tem-
peratura valdria 7,65 X 107 ergs por centfmetro ciibico y ejercerfa sobre las paredes
.una presién de 2,55 X 102 dinas por centimetro cuadrado (barias), que es como se ve
del orden de las mil millonésimas partes de una atmésfera.

§ 14. TEMPFRATURA DEL SOL

Con la ley de Stefan. y en la suposicién de que el sol es un cuerpo negro y
emite por lo tanto la radiacién integral, se puede calcular la temperatura del sol
partiendo del conocimiento de la cantidad de energia solar que llega a la tierra. Se
ha dicho més atrds que las medidas han dado para esta constante solar el valor:
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B = 1,92 calorfas gramo/minuto y cent metro cuadrado

1,92 % 4,187 X 107
60

= 1,34 X 10° ergs/em.? y seg.

Sea entonces (fig. /1) O el centro del sol, R su radio, y d ¢’ una superficie in-
finitamente pequefa, colocada en la tierra, a la distancia D del sol.

La energia radiante solar que llega a d ¢’ proviene del casquete esférico solar
(casi un hemisferio) que recorta sobre la superficie del sol un cono cuyo vértice es-
tuviese en d ¢’ y cuyas generatrices fuesen tangentes a la superficie solar. De este
casquete parte la energia radiante hacia d ¢’ con diferentes inclinaciones ¢ respecto

FlG. /4_1_.

de la normal & la superficie del sol. Entonces, si se considera una zona cuyas ba-
ses sean normales a O C, Ia energia que parte de esa zona hacia d ¢’ lo hace bajo
el mismo dngulo 7', de modo que su valor, para la calidad \, serfa segin (I bis)

3 ! ds do’
(d‘Wl) =e;‘dhws”0“2 sde
A r

La superficie d 8 de la zona esférica vale:

ds=27R*senada
Se tiene adem4s:

. Dcosa—R
08t = ——————
r
.y D—Rcosa
cogt’ =
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?=D*4+R'—2DRcosa
Reemplazando:

Dcosa—~R) (D —R cosa)2 x R? sena da
d*W,) = exd: ( !
( -‘); @ (D’ +R*—2DR cosa)’ do

Integrando para todas las zonas que componen el casquete solar visible desde
la tierra, se tendria

(d’W) = 2xR*do'end\ fal (Dcosa—R)(D—Rcosa) senada
A

(D> +R*—2DR cosa )?

en donde el limite superior «; queda definido por

R
osay =——

D
Para hacer Ia integral se cambia de variable, poniendo
Y = cosa

dy = —senada

R
@ | P (Dy—R)(D—Ry)dy
o (D’ +R*—2DRy)?

1

R
1 D (DZ_RZ)Z
= 11— 2 2 7|y
4DR (D°+R°—2DRy)
1
1

_ (DZ_RZ)Z _‘l;_
Y T DR(D'YR—2DRy)

4DR ,

En el Imite superior esta integral vale

3R?—D?
8 D’ R?
En el limite inferior vale

_D'+F
8D* R
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, 1
Por lo tanto la integral definida vale 307 con lo cual

2

R
(d’W )k = —Byda’e),d)\

Integrando para toda la radiacién solar y dprovechando 4

x R? R?
AW = D7 do fede=E7doJ ™
2
Pero — ¢8 la constante solar. Luego
ag
2
po E2
de donde

DZ
E=B, 2

y como segtn la ley de Stefan
E=oT

igualando los dos valores de E y despejando T' se encuentra para la temperatura

absoluta.del sol el valor
4

T
T=L/BD
o R?
Con los valores numéricos, en unidades CGS
B=134 x10°
R = 0,695 x 10"

D=g49x1m’
o=674 X10~°

resulta T = 6670 grados absolutos

= 6300 grados centigrados en nimercs redondos.

Otras férmulas de esta teoria de las radiaciones van a permitir también calcu-

lar la temperatura del sol; se obtendrin cifras més o menos concordantes con la '
" anterior.

(*) Es interesante observar que este resultado muestra que para la radiacién emitida, el sol
se comporta como un punto irradiante ubicado en su centre.
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§ 15 EXPANSION ADIABATICA DE UN RECINTO QUE CONTIENE RADIACION

Resolveremos el siguiente problema (fig. 15). Un espejo E se encuentra a la
distancia r, de otro espejo paralelo E,. Una radiaci6én de calidad \ se mueve normal-
mente entre ambos espejos. Mientras el espejo E permanece inmévil como E,, la
reflexién en ambos espejos no produce modificacién alguna en la radiaciébn que se
moveré entre los espejos conservando invariable su largo de onda. Pero, en seguida,
supondremos que el espejo E se mueve, alejandose de E,. o sea, modificando su
distancia r, a él. Ahora, la radiacién verificar reflexiones sobre el espejo fijo E,
que no alteran la calidad de la radiaci6n, pero, alternativamente, verifica también

F16. /5 a.

* £ &
/ (
Is Al
e
/]

) %o :f'x' K

F1G.156.

reflexiones sobre el espejo mévil E, las cuales reflexiones, segin se ha visto, (§ 6)
modifican su largo de onda. La férmula (6) de dicho § se aplicaré en este caso con
inversién del segundo miembro, porque ahora las reflexiones se verifican sobre un
espejo que va huyendo de la radiacién incidente.

Sea v la velocidad con que se mueve el espejo E, y tomemos como origen del
tiempo el momento en que E se pone en movimiento; en un momento infinitamen-
te préximo anterior ha partido de E (del punto A enla fig. /5a, en donde para cla-
ridad, se han dibujado los rayos incidentes y reflejados un poco separados, cuando
en realidad se confunden) la radiacién N, la cual se refleja en B sobre el espejo
fijo, sin modificar su calidad. Pero al alcanzar en C al espejo E, que en el inter-
valo se ha movido hasta la posicién E,, hace una primera reflexién con cambio de
largo de onda. Esto ocurre en el instante ¢; , defnido por la ecuacién evidente

Ctl = 2r,+vt,
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de donde sale
27,

c—v

t1=

¥ cuando el espejo mévil estd en E; a la distancia z; dada por

2r,v

:c,=vt,= —uv

La segunda reflexi6n con cambio de largo de onda ocurrird en D, (flg. 16 D),
en el instante ¢, definido por

et =2(r,+z)4v¢,

de donde sale

i, = =
2 c—v “c—v \c—u,

2r0+:c, 27, jc+v)

y encontrark al espejo mévil en E,, desplazado de una nueva cantidad

xz?vt2=_2r,,v{c+v)

c—-—u\ c—v

Del mismo modo, puede verse que la tercera reflexién con cambio de largo de
onda ocurrird cuando el espejo mévil se haya desplazado de la nueva cantidad

21, [c+v)z

%= c—Vv \ c—v

Entonces, al cabo de n reflexiones con cambio de largo de onda, el espejo mé-
vil se habr4 desplazado de una cantidad total

A=z 4z, +234 .cvi i + z,

27,0 c+v c+v\? c+v \"!
LT P A +
c—v c—y c—v c—v
c+v\"
_) —1
2r,v c—v c+v\"
=7, |[{ ——) —1

c—v c+v 1 cC—19

c—V

Entonces. la distancia r, a que se encontrarin los espejos al cabo de la reflexién
ndmero n valdré
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f,=ro+d=r,(c+”)

c—9

r [+ + v )”
7, -( c—v
Ahora. cada reflexién aumenta el largo de onda anterior en la proporcién

( f3e ) (§6, formula 6). Luego el largo de onda que habr adquirido la radia-

de donde

v—c¢
cién al cabo de las n reflexiones, sobre el espejo mévil, o sea cuando la distancia
entre los espejos ha alcanzado el valor r; guardari con el primitivo largo de onda

la relacién
k[ _( [ +v )"
N, "N ec—v

Combinando estas dos Gltimas igualdades sale la relacién importante

ATy
N,
que se puede escribir
kl ko
—_—= =D an
LA To

en donde D es constanle

Apliquemos este restado a unaesfera hueca de radio r,, de paredes impermea~
bles al ealor y perfectamente reflejantes, y que a la temperatura T, contiene la ra-
diacion integral correspondiente. Consideremes una radiacién’ monocromética \,
cualquiera constitutiva de esa radiaci6n integral; esta radiacién est4 moviéndose
segin un camino como el indicado en la figura 16 (ABC........ ) Si la esfera se
expande, creciendo su radio a un nuevo valor r;, cada una de las cuerdas AB,
BC, CD, recorridas por la radiacién, incrementan sus largos también en la propor-

r

cién —— lo que, segin el rcsultado involucrado en la ecuacién (/1) conduce a
T, ]

que la radiaci6n de largo de onda A\, se transforme por la expansién de la esfera

en una radiacién de largo de onda \,, que valdrd

Lo propio ocurrir4d con todas las demés radiaciones, monocrométicas constitu-
tivas de la radiaci6én intezral que contenfa la esfera en su primitiva dimensién r, :
todas se transforman en radiaciones de otros largos de onda Quiere decir esto que
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la esfera expandida a su nuevo radio r,, contiene una radiacién total distinta de la
que contenfa la esfera cuando su radio era r,, y como las paredes se han supuesto
impermeables, esta nueva radiacién total debe ser también radiacién integral. Pero
como es distinta de la anterior, esto exige que la temperatura haya variado,

Fen6menos semejantes, ocurrirdn si en vez de crecer el radio de la esfera, él
disminuye, o sea cuando en vez de una expansién de la radiacién integral, se ve-
rifica una compresién. En ambos cambios (expansién o compresién), las paredes im-
permeables del recinto no han permitido intercambios de energia (calor) con el ex-
terior, o sea que se ha tratado de una transformacién adiabdtica de la radiacién.

Lo anterior establece entonces que cuando la radiacién integral experimenta una
transformacién adiab4tica, se modifican los largos de onda de las radiaciones mo-
nocrométicas componentes, y la temperatura.

§ 16. LEYES DE LOS DESPLAZAMIENTOS

La expresién analitica de estos cambios, da lugar a la formulacién de dos le-
yes llamadas de desplazamiento: la ley de desplazamiento <largo de onda- tempera-
tura» y la ley de desplazamiento <largo de onda-energia».

Para deducir la primera, consideremos una esfera hueca de radio r, de pa-
redes impermeables y perfectamente reflejantes, que contiene radiacién integral a
la temperatura absoluta T, y que verifica una expansién adiab4tica infinitamente
pequeiia, al cambiarse su radio r en (r 4+ dr). Sea U la densidad de la radiacién.,
La energia contenida en la esfera vale entonces

W=*;—"T7JU
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Sabemos también que la presién que esta radiacién ejerce sobre las paredes
vale

Cuando la esfera se expande, Ia energia W varia de la cantidad
4 .
aw = —3—1rr’dU +4x?Udr

Al mismo tiempo, la presién p ejercitada sobre la superﬁcie 4x1? dela esfera,
realiza un trabajo

4
dr=4rrpdr = —3—rr2Udr

Como la transformacién es diabética, debe verificarse que
dW 4+dr =0
0 sea
4 ' 4
Tn’dU+4n’ Udr+ —-3—rr2Udr =0

ecuacién que se puede simplificar hasta la forma

rdU44Udr=0

Dividiendo por rU:

ecuac:ion que integrada da

Log U 44 Logr = Logn
0 sea Ur‘=q (12)

en donde 7 es una constante. Esta ebuacién expresa que cuando una esfera se ex-
pande adiab4ticamente, la densidad de la radiacién disminuye con Ia cuarta poten-
cia del radio.

Apliquemos lo anterior a una determinada radiacién A, lo que es posible, por-
que a lasmismas férmulas se llegaria si se admitiese que una cavidad cerrada con-
tuviese a la temperatura T una sola radiacién.

Se tendria

Upr' = q)‘ (U2 bis)
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y la ley de Stefan daria

Uy=4)\T*
Reemplazando:
$mé
AT = n,
Por dltimo, segdn (11)
A
— =Dy,
r
/
de donde
- A
= o

lo que reemplazado més arriba conduce a

A)\ 4 ms
—BTXT——U”)‘

y reuniendo todas las constantes en el segundo miembro:
4

4
)\T=VD'"‘ — Oy a3
A

en donde Cy es una nueva constante caracterfstica de la radiacién A,

Esta ley de desplazamiento dice que si en la radiacién integral correspondiente
a una temperatura T, , cambia por una transformacién adiabatica esta temperatu-
ra al valor T, entonces, una radiacién de largo de onda \;, contenida en la ra-

diacién a T, corre-ponde, se desplaza o es sustitufda por otra radiacién de largo
de onda 1A; tal que

AI Tl = Asz

Por ejemplo, si la radiacién intearal existente en una cavidad o producida por
el cuerpo negro a la temperatura absoluta T, = 3000° absolutos contuviese la ra-
diaci6n amarilla de largo de onda \; = 0,000055 cms., v por la expansién adial-4ti-
ca la cavidad o ‘el cuerpo negro <e enfriasen hesta T, = 2000°, esa radiaci6én ama-
rilla serfa sustitufda por una radiacién de largo de onda

\NT

2

A\ = = (0,000082 cms.

que se ve que serfa invisible (radiacién infrarroja), _
La segunda ley de desplazamiento expresa que también la energfa asociada a
un largo de onda particular N cambia al verificarse una transformacién adiabhtica
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de la radiaci6n. Para expresar este cambio, supongamos que la esfera de radio r
ge llene solo con radiacién de calidad A . Como hay infinitas calidades A, la densi-
dad Uy debe ser infinitamente pequeiia, de modo que en realidad deberfa hablarse
de densidad de una radiacién comprendida entre los largos de onda A y (A +d)),’
y completar la ecuacién de § 7 en la forma

%

U=2: U)‘=f ud)‘)\

La ecuacién (12 bis) correctamente escrita serfa entonces

‘u)\dk7'4=171 (12 ter)

F1G.17

Entonces, supongamos que A, P; B, fuese la curva representativa de la varia-
cién de la densidad u); con X\;, para la temperatura T,, cuando la esfera tiene el
radio r,, y A; P; B, la curva para la temperatura T, que adquiere la esfera cuan-
do su radio varfa al valor r, siendo la transformaci6én adiabética:

Si A\; ¥ A, son dos longitudes de onda correspondientes al desplazamiento «lar-
go de onda-temperatura» se verificars

Mo T
A; T,
También se verifica que
A T1
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y por tltimo

ung AN 7 = unzan, )t

De la segunda de estas ecuaciones sale, diferenciando

d\, = _"Z_d)‘, = _T_’_d)"
ry Tz
Reemplazando en la tercera
T
Uzt = ux2 sz‘
2 2 -G ()
u)2 T,
0 sea
UNg - U2
T’ T,
lo que se puede escribir en general
UX\
- =Fa

en donde F es una constante. Pero segtn (9 bis, § 10)

U).=41ri)'
4
0 sea
ix
u;.d)\=-c—e),d)\
de donde
u =———e

valor que reemplazado en la ecuaciébn anterior da:

e [
7 = da By (19
en donde B), es otra constante. Esta relacién constituye la segunda de las leyes
de desplazamiento, 1a del desplazamiento «energfa-largo de onda».
Las leyes de desplazamiento (/3) y (/4) permiten determinar la radiacién in--
tegral correspondiente a una temperatura T, cuando se conoce la radiacién inte-
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€\

gral correspondiente a otra temperatura T,. Supongamos, por ejemplo, que se ha
determinado para la temperatura 7', (ver en § 5 esta determinacién experimental),
la curva que relaciona e con X\, y que hemos designado con el nombre de curva
espectral isolermal correspondiente a la temperatura T';. Sea un punto P, de esta
curva, que indica que la radiacién de largo de onda A\, = OQ, se presenta en la
radiacién integral con Ila intensidad de radiacién

‘l.k =exdk =PIQ,dh

Entonces, un punto P, de la curva espectral correspondiente a la temperatura
T, podra ser determinado porque su abscisa A\, = 0Q, vale, segiin la primera ley de
desplazamiento
T,

0
T, Q;

y su ordenada P, Q, vale, segtin la segunda ley

: T, \S
onz=(-T—’ P,Q,
1

'Las medidas comprueban que la curva espectral correspondiente a T’ calcula-
da asf por puntos coincide bastante bien con la que se obtiene experimentalmente.
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§ 17. LeyEs pE WIEN

Las leyes de desplazamiento (I3) y (/4) demostradas en el § anterior tienen
el inconveniente de que los constantes Ciy Bj son caracteristicas de cada radia-
cién monocromética existente en la radiacién integral primitiva. Veamos, sin embar-
g0, lo que pasa con la primera ley, cuando se trata del punto de la curva espee-
tral correspondiente al méximo de la intensidad de radiacién. Sea \; la abscisa de
este punto. La ab:cisa del punto correspondiente por desplazamiento en la curva
espectral de temperatura T, . valdria segtn (I3)

- Cy
2= T,
Del mismo modo, la abscisa A\; del punto correspondiente por desplazamiento
en la curva espectral de temperatura: T'; valdria

C
A, = M
3 T,

Partamos ahora tomando como curva primitiva la de la temperatura T',. A su

punto de abscisa N, corresponderfa por desplazamiento en la curva 7'; un punto de
abscisa

. C)\
X', = 2
T,

(n6tese quela constante C ha eambiado). Pero en el desplazamiento, el punto de
ordenada méxima en una curva espectral da lugar:al punto de ordenada méxima
también en la nueva curva espectral. Luego si A, era abscisa del punto de ordenada
méxima en la curva T, X\;, A3 ¥ N3 son también puntos de ordenada méxima en
las curvas T, y T;. Pero es evidente que la curva T'; no tiene sino un méximo;
luego \; y N'; son iguales o sea que lo son también los coeficientes Ca; y Ca; .
Luego, para el punto de ordenada méxima (cuya abscisa designaremos por \,, )y
el coeficiente del segundo miembro de la ecuaci6n (/3) es independiente de A, o sea

que tiene el mismo valor para todos los largos de onda. Lo designaremos por C,
sin {ndice. Entonces se tendra

MT=C (16)

Esta férmula constituye la ley de desplazamiento de Wien. La constante C se
llama constante de desplazamiento de Wien. Seg(n las mejores determinaciones, cuan-
do X, se mide en cms, C vale 0,2884.

El mismo razonamiento conduce al resultado que cuando se trata de la ordena-
da méxima, la constante By es independiente de A, de modo que escribiremos

€n
-7 ~B
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y por tanto em =BT’

También esta ley se debe a Wien. Ll vali r de B es el mismo para todos los
largos de onda.

La ley de desplazamiento de Wien permite determinar la temperatura del sol.
En efecto, de las medidas experimentales resulta que la radiacién que el sol emite
con méxima intensidad es la radiacién amarillo-verdcsa correspondiente al largo de
onda

A\ = 0,000055
Luego
C 0,2884

M 0,00055 0° absolutos

T =

valor que difiere poco del obtenido con la ley de Stefan.
§ 18. CURVA ESPECTRAL REDUCIDA

Segtn lo expuesto en el § /6, lasleyes de desplazamiento permiten, econocida
la curva espectral isotermal correspondiente a una temreratura T, determinar la
curva correspondiente a otra temperatura T',. Asf, en la fig. 18, se vi6 c6mo del
punto P;, dela curva a T; se puede deducir el punto P, de la curva a T,.

De esta aplicacion de las relaciones de desplazamiento, resulta entonces eviden-
temente, que si en esa figura, en lugar de dibujar las curvas isotermales en ejes

ex A, se las hubiera dibujado en ejes —;—3— » MT, los puntos P, y P; habrfan co-

incidido, o sea que la isotermal a T, se confundiria con la a T;, y lo mismo ocu-
rrirfa para otras temperaturas. Una sola isotermal, que podrfa calificarse de curva
reducida, representarfa entonces el fenémeno para cualquier temperatura.

Con los datos numéricos acumulados por las determinaciones de e\ para dife-
rentes largos de onda A y diversas temperaturas T (§ 6), se ha podido comprobar
*que esta reduccién de las isotermales a una sola, se verifica efectivamente con gran
exactitud.

§ 19. Los LfMITES DE LAS TEORfAS ONDULATORIAS.—LA TEORfA DE PLANCK

Lo anterior, y en especial lasleyesde Stefap y de Wien constituyen, puede decir-
se, el limite a que ha sido posible Hegar en el conocimiento de las radiaciones, cuan-
do se razona exclusivamente sobre las bases de las teorfas ondulatorias. Pero queda
todavia el problema te6rico que resolver de la determiraciébn de la ecuacién de las
curvas espectrales isotermales, o sea, la blsqueda de la funcién

e=F(\,T)

cuya jnvestigacién experimental se explic6 en el § 5.
Segtin las leyes de desplazamiento, se ha visto que se puede representar el fe-
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némeno por una sola curva reducida. en ejes — T , AT, de modo que se debe te-

ner
e

= (\T)
de donde

a=T3&(\T)
y como segin (I3)

AT =G,
resultard '
CI

e = T‘I’(NT)

Queda entonces por determinar & (A7) . Sobre esta funcién los resultados ob-
tenidos anteriormente, indican que ella debe cumplir con las condiciones de que la
integral de ex d A\ para una determinada temperatura, debe ser proporcional a la
cuarta potencia de esa temperatura (ley de Stefan), y que el méaximo de e) debe
presentarse pars un valor constante de AT (ley de desplazamiento de Wien), y
su valor (e,,) debe eer proporcional a la quinta potencia de T' (segunda ley de Wien).

Diversos fisicos (Wien, Thiessen, Jeans, Raleigh), han abordado este problema
sobre las bases de las teorfas ondulatorias, pero los resultados obtenidos no han
concordado sino en parte con las medidas experimentales. En cambio, Planck logré
formular una expresi6n de ep, notablemente congruente con las medidas, para
todos los largos' de onda.

Pero esta férmula fué encontrada sobre la base de la teorfa de Planck que es
una teorfa corpuscular de la radiacién, porque supone que la energia radiante tiene
una estructura discontinua. En efecto, en la base de esta teoria estd el quantum de
Planck, que es una cantidad elemental de energfa radiante,— una especie de éto-,
mo indivisible de radiaci6n, distinto de und clase de radiacién a otra—que tiene el
valor

hy

en donde k es la constante de Planck (llamada también elemento de accién) que
vale

h =655 X107Y CG.S.

y v es la frecuencia de la radiacién, o sea el valor reciproco del perfodo de vibra-
cibn;

1 c
Y = —————
T A

Ahora bien, segln Planck, una cantidad W de energfa radiante de calidad A
se expresard en quanta kv de energia de esa calidad, en la forma
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W =Qhv

en donde Q no es una cantidad numérica cualquiera, sino precisa y Gnicamente un
démero entero 1, 2, 3,4,..........

La teorfa de los quantaes, en cierto modo, una vuelta a la teoria dela emisiébn
de Newton, que fué la primera hipétesis que se formulé para explicar los fen6me-
" nos luminosos, pero es evidente que ahora este retorno a la idea de los corpdsculos
de luz, aparece abonado por diversas consideraciones.

Asi, se ha recordado (§ 2), que la teorfa de los intercambios establece que la
radiacién integral tiene una composicién determinada, siempre la misma para la
mismsa temperatura, y que esta composicién es independiente de la naturaleza de
las paredes de la cavidad que contiene la radiacién integral; que esta radiacién se
mueve continuamente en todas direcciones, sin que exista en la cavidad una direc-
¢iébn preponderante en tql movimiento; en seguida se ha visto que la radiacién
presenta una densidad, y por dltimo, que ejerce una presién sobre las paredes: del
recinto que la contiene, presién que es proporcional a aquella densidad. Si se pien-
sa bien, todas estas propiedades las tienen también los gases, cuya constitucién cor-
puscular (moléculas) es una evidencia de }a Fisica, y cuyas propiedades encuentran
precisamenge su explicacién mas clara en dicha constitucién, y en el hecho de que
esas moléculas constitutivas de los gases se estin moviendo continuamente, sin que
presenten una direccién privilegiada de movimiento. No es raro entonces que para
la energfa radiante sea admisible también una estructura de esa paturaleza.

Entonces, en la radiacién integral existente en una cavidad cerrada, o emitida
por un cuerpo negro, la energia total W estard constitufda de Q,, Q;, Q;,......
cantidades elementales de energfa radiante de las diferentes calidades A;, A;,
Az, ... o sea, que en dicha cavidad existirin los quanta hv;, hvy, hv;,..... ’
cada uno de ellos en un mimero entero determinado.

Ahora, segdn las ideas de Planck, cada uno de estos nlimeros Q est& determi-
nado por la posibilidad de que la cavidad que contiene la energfa W oscile con la
frecuencia del quantum de energfa correspondiente, para lo cual la cavidad debers
constituir un resonador o un sistema de resonadores, para la ondulacién de que se
trata. Lo primero que debe investigarse entonces es el nimero N de estos resona-
dores que, para una calidad determinada de radiacién, existe en una cavidad.

Conocido este niimero, se puede calcular en seguida de cuintas maneras pue-
den los Q elementos de energla de que sc trata, distribuirse en los N osciladores
que le proporciona la cavidad. La férmula del anilisis combinatorio que da ese ni-
mero €s

(N+Q—1)!
QI (N—1)!

Este niimero P resulta extraordinariamente elevado, lo que quiere decir que la
energfa en consideracién se puede distribuir en la cavidad, en sus elementos hv, de
un modo extraordinariamente grande de maneras o compleziones, pero no de un
nymero infinito de maneras, como ocurrirfa si la energia tuviera una constitucién
continua.
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En cuanto & cudl de esas numerosfsimas maneras posibles de distribucfén es
Ia que adopta el sistema en un momento dado, no puede contestarse sino que ello
serd un resultado del azar; como ninguna complexién es privilcgiada, todas son
igualmente probables, y es por eso que ese ndGmero P mide la probabilidad termo-
dindmica del sistema (*). Ahora bien, esa probabilidad, segn lo expresa mateméti-
camente la relaci6n de Boltzmann esti relacionada con la entropia del sistema,
‘magpitud en cuya expresién entra la temperatura. Se ve entonces que se logra asf
llegar a relacionar la distribucién de la energfa radiante en sus radiaciones compo-
nentes, con la temperatura de la cavidad que contiene esa energfa.

Explicada de esta manera la marcha de los razonamientos en Ia teorfa de
Planck, pasemos a los detalles de su desarrollo.

§ 20. DETERMINACION DE N

Como se sabe, en los sistemas fisicos de estructura discontfnua, compuestos de
un enorme ntimero de corptisculos, éstos no pueden ser individualizados, y pueden
tener separadamente comportamientos cineméticos, dindmicos o de otro orden, muy
diferentes de un corptisculo a otro. En tales casos, las propiedades o los fenémenos
que ocurren en esos sistemas (propiedades y fenémenos que son los conocidos por
la observacién) estin determinados por los valores medios estadisticos que toman
las magnitudes que caracterizan tales propiedades y fenémenos. Este hecho, que se
considera fundamental en la Fisica moderna (puesto que la materia, la electricidad,
la energfa, tienen estructuras discontfnuas) se refieja en la validez de las leyes fisi-
cas, a cuyo respecto puede decirse que el antiguo determinismo absoluto que se les
atribufa, ha venido siendo reemplazado por el concepto de que ellas tienen sblo
una probabilidad estadistica de verificarse. Consecuencia de estas modalidades de
los sistemas discontfnuos es también la imposibilidad que existe de determinar el
valor de las magnitudes relacionadas con sus individuos separadamente. Asfel ndme-
ro N que nos preocupa en la teorfa de Planck es jpdeterminable.

Pero puede en cambio determinarse el nimero N, de osciladores existentes en
una cavidad y que resuenan con ondulaciones de largos de onda superiores o igua-
les & A;, y por consiguiente también se conocer el ndmero N, de resonadores eo-
rrespondientes a largos de onda superiores o iguales a \,. Entonces, (N; —N,)
ser4 evidentemente el nimero de osciladores que correspondern a largos de onda
que estén comprendidos entre A; ¥y A\;. En seguida se comprende que se pueden
acercar estos limites A, y N, cada vez mds, para encerrar entre ellos, cada vez con
mayor preeisién, un determinado valor de A ; pero no se puede llegar al limite de
hacer M\, = };, porque entonces N; — N, se anula, y el nimero N buscado no pue-
de determinarse. Pero antes de llegar a este limite, se puede establecer la relacién
diferencial que dé el nimero dN de osciladores que resuenan con largos de onda
comprendidos entre Ny (A + d M), rclacibn que es precisamente la que se nece-
sifa para la teorfa de Planck,

Para hacer esta determinacién, comencemos por imaginar una cavidad que ca-

(*) Sobre la <probabilidad termodindmicas,, ver La relacién ds Bolizmann, por Gustavo Lira,
Anales de la Facultad de Ciencias Fisicas y Matem4ticas de la Universidad de Chile, 1044.
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lificaremos de unidimensional por tener una sola dimensién finita, y las otras dos
infinitamente pequeiias, o sea un cilindro de seccién transversal infinitamente pe-
queiia y de largo d. Es evidente que en su interior las ondulaciones pueden propa-
garse solamente en el sentido del largo, reflejindose en las bases del cilindro y pro-
duciendo entonces una onda estacionaria, con nodos en los extremos del cilindro.
Como entre nodos debe haber una distancia igual a un ndmero entero de semilargos
de onda, debe verificarse que

A
d=n —
"

en donde n'es un ndmero entero. Entonces este oscilador lineal constituye un re-
sonador para todos los largos de onda definidos por el valor

Pasemos ahora a un resonador bidimensional formado por dos bases rectangula-
res A BCD, A’ B’ C’' D’ separadas por una distancia e infinitamente pequefia (fig.
19). Una ondulacién que se propagase por el interior de esta cavidad corresponde-
rfa por ejemplo a un rayo tal como My M; M; M. ........... todo él situado en
un solo pla;,no paralelo a las caras basales de la cavidad, y que se reflejaria forman-
do 4ngulos 8; con las caras laterales que se proyectan segin d,,y &ngulos 8, con
las caras que se proyectan segln d,. Las superficies de onda de la onda estaciona-
ria formada por las reflexiones en las paredes laterales de la cavidad, serfan norma-
les a los rayos, y si ;se trata de superficies nodales. guardarian entre ellas la distan-

A
cia.-z— (Iineas de trazos en la figura), Ahora bien, superficies nodales deben pasar

necesariamente por las aristas AA', BB, CC',........ , lo que permite establecer
la relacién -
Ol
A /‘:’ e
aM; +M,b=n 5 ;o
f o -
- [T 1.
en donde n; es un néimero entero, como asi mismo v
Y \'.
A \‘!'4 ¢ c
M, +Myc=n, T RS
<\‘-

en donde n, es otro nimero entero. Pero
aM, = AM[ €08 0,

M}b‘:MlBCOS 0,
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- [F1G./9.

con lo cual, reemplazando en la primera ecuacién, resulta

A
d[ coso, =n "2—'

Anilogamente, tratando la segunda ecuacion, sale

A
d, cos 8, = n, 5

y como los &ngulos 0, y 6; son complementarios:

mA \ A\’
( 24, ) +( szz ) =coszol+coszoz=l

[ ]
Inmediatazpente, Y por analogia se puede escribir que para una cavidad tri-
dimensional finita, de forma de un paralelepfpedo recto rectangular de, lados d;,
d,, d;, se verificarfa que

za, 2d2 2 d,

Apliquemos esta relacién a una cavidad de forma cdbica, y sea d el vajor co-
min de las tres aristas. Resulta inmediatamente
4d?

2 2 2
nnyt +nt = T
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- "Entonces si en esta ecuacién en el segundo miembro se da a N el menor valor
An compatible con la condicién de que 7, , 7, ¥ n; sean nlimeros enteros, toda com-
binacién de valores enteros de n,, n; ¥ 73 que dé una suma de sus cuadrados in-
ferior a

Y4

22

corresponderd a un largo de onda A>MA,,, Para el cual la cavidad cdbica conside-
rada constituye un resonador.
Escribamos la ecuacién para A\,

4d
n’ 40t +n = T

" Si se llevan en tres ejes coordenados rectangulares OX, OY, 0Z (fig. 20) los
valores de n;, n;, 73, esta ecuacién representa una esfera de radio

dela cual s6lo debe interesar el octante comprendido entre la parte positiva de
los tres ejes, puesto que »;, n,, n;, no pueden tomar sino valores positivos. To-
memos entonces segin el eje OX, n; unidades (04 = n,), ¥y segn OY, n, unida-
des (OB = n,). En el plano de las XY, éstas sern las coordenadas de un punto P.
Trazando por P la paralela al eje OZ. hasta cortar en C la superficie del octante,
se ve que PC tendrad un largo que valdrid un'cierto ntmero de unidades enteras,
més una fraccién, en el caso més general. Entonces, cada una de las combinacio-

nesn;, ny,1; n;, ny, 2; n;, ny 3; eto., de los cuales existen tantos como unida~
i 2

des enteras contiene PC, dari una suma de cuadrados inferior a AL lo que in-

m
dica la existencia de tantos resonadores correspondientes a largos de onda mayores
que A, , como unidades enteras hay en PC. Ahora si se trazan las lineas contiguas
paralelas a AP y a BP, se determina alrededor de P un cuadrado unitario, y si
por sus vértices se trazan las paralelas a PC, y se dividen también éstas en uni-
dades, queda determinada, con base en el cuadrado formado alrededor de P, una
columna paralela a OZ,,compuesta de tantos cubos unitarios como unidades ente-
ras hay en PC, niimero de cubos que representar4 también un ndmero de resona-
dores correspondientes a largos de onda mayores que A, . En seguida, modificando
.los valores de n; y de n, se determinardn otros puntos P, otras verticales PC y
ofras columnas de cubos unitarios que se desarrollan bajo el octante de esfera, y
es evidente entonces que el nimero total de cubos unitarios asf formado darh el
el ndmero total de resonadores que en la cavidad existen y que corresponden a lar-
gos de onda mayores que A, . Pero ese nimero total de cubos es la medida del vo-
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Z

- F1G. 20.

lumen del octante (*); luego se tendr4 que el ndmero N de resonadores correspon-
dientes a largos de onda mayores que N valdrd

N_IH‘- (2d)’_4 &
N 8.3 \Ux,) T3TR

lo que da, por unidad de volumen de Ia cavidad un ndmero

(17)

De aquf sale que el ndmero d n) de resonadores existentes en la unidad de vo-

lumen de la cavidad y correspondientes a largos de onda comprendidos entre \ y
(A +d\) vale

4
dny, = -Xi4'— dx (17 bis)

en donde se ha suprimido el signo negativo que sblo indica que el ndmero =) dis-
minuye cuando N crece.

Para las radiaciones, la férmula anterior necesita todavia una modificacibn,
por cuanto las radiaciones constituyen ondulaciones transversales que pueden veri-

(*) Con un error que es tanto mda pequefio cuantos més altos valores puedan alcanzar los

nimeros enteros n, lo que precisamente ocurre en el caso de las radiaciones, por ser los valores
de N extraordinariamente pequefios,
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ficarse segn cualquier azimut alrededor del rayo. Esto duplica el ndmero de reso-
nadores, porque las oscilaciones que se verifiquen segln azimutes arbitrarios, se
pueden siempre reducir a oscilaciones independientes en dos azimutes normales en-
tre sf. Para las radiaciones se tendr4 entonces

8
dny = X: dx 7 ter) ()

§ 21. LA ECUACION ESPECTRAL DE PLANCK

Establecido lo anterior, consideremos la cantidad W de energia radiante de
calidad A a distribuir en una cavidad en donde existen N resonadores correspon-
dientes. El nGmero P de maneras (complexiones) como puede hacerse esta distribu-
cién vale, seglin se ha recordado.

(N+Q—1)!

P = QI(N-1)!

Tomando logaritmos naturales:
Log P = Loa[(N +Q—l)-']—-L09 [ Q-’]-—Loy [(N—I)!]

Como N y Q son némeros extraordinariamente grandes, se pueden expresar los
factoriales por la férmula de Stirling

Y m()

en donde ¢ es la base de los logaritmos naturales. Entonces

1
Log (q-’) =5 Log (qu)+qLogq—q

1 1
Log 27 + 5 Logq+gLogq—q

2
L, +(1 L
5 Log 27+ +q) 09 ¢—4

1
Aquf, como ¢ es muy grande, se puede dwpreciar—z— al lado de ¢, y también

1
el término > Log 2 . Queda

(*) La férmula (17 bis) es aplicable a vibraciones longitudinales como son por ejemplo las del
sonido en el aire. Ella serd vélida entonces para los.resonadores actisticos de aire, tales como son
los tubas sonoros, las cajas sonoras de los pianos, ete.



88 ANALES DE LA FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS ,

Log (q!) =qLogg —q
Aplicando esta férmula al Log P resulta
LogP=(N+Q—1)Log (N+Q—1)—~N—Q+1
—QLogQ+Q— (N—1) Log (N—1) +N—!
=(N+Q—1)Log (N+Q—1)—QLogQ— (N—1) Log (N—1)
y despreciando la unidad frente a Q y a N
Log P=(N+Q) Log (N +Q) —QLogQ—~NLoyg N
Ahora, la energia W por distribuir tiene, segn Planck, la expresién
W=Qhv
Al variar esta energia de la cantidad
AW =hvdQ
la entropia ® variard de la cantidad

daw hv .
dp = —— = ——d
T T Q
]
en donde T es la temperatura de la cavidad.
Pero segiin la relaciébn de Boltzmann

dd>=-(—1-?N)—d(LogP )

en donde R es la constante universal de los gases, y (N) es el ndmero de Avogadro.
Igualando los dos valores de d &

%dQ= —(%)—d(LogP )

o bien
hv(N)  d(LogP)
RT ~  dQ

Pero de la expresién encontrada m4s atrés

Log (P) = (N +Q) Log (N +@ —N Log N —Q Log Q
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sale, derivando

Q

d ( Log P N '
(LoaP) _T+Q | 1y (N +@) — % —me

dQ T N+Q

N+Q
Q

=Log (N +Q) —LogQ = Log
Luego

N+Q _ hs(N)
Q  RT

Log

o pasando a la funcién exponencial

hv(IY_)_
RT
N+Q=Qe

de donde

con lo cual

Nhy
hv(N)
RT
e —1

W=th=

Como la energfa W se habrfa repartido en los N osciladores, la energia media
W, correspondiente a cada oscilador seria

W hy
W=~ = "vm
RT

e —1

Ahora bien, como en la unidad de volumen hay (§ 19)

) 8x
dny = X dX

osciladores correspondientes a la radiacién comprendida entre A Yy (A 4-d\ ), en la
. unidad de volumen habré una energfa radiante de esa calidad (¥ que no es otra
cosa que la densidad de energia)
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8xh
xhy N

ho(N)
A RT
—1

Uy =updr=W,dn) =

L3

Si se recuerda por fin que

se puede escribir también

que es una de las formas que se da a la célebre ecuacién espectral de Planck.
Una segunda forma se deduce recordando (§ 12) que

¢
e\ = U
A 4xr M
Resulta
2hc?
N RAT
e —1

§ 23. VERIFICACIONES DE LA ECUACION DE PrANnCEK

Como se dijo anteriormente, las curvas espectrales determinadas experimental-
mente concuerdan notablemente con la ecuacién de Planck. Probemos ahora que de
ella se pueden deducir también las leyes de Stefan y de Wien.

Para demostrar la ley de Stefan hagamos en (/8)

Cl =81rhc
he (N)
Ci=—%—

(* Aunque por Ia deduccién hecha de la ecuacién de Planck pudiera creerse que ella fuese
aplicable s6lo a una cavidad cGbica, su universalidad se ve evidente 8i se recuerda que Ia compo-
gicién de la radiacién integral es independiente de la forma y dimensiones de la cavidad, y'de la
naturaleza de sys paredes.
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Entonces

C d\
Uy=urdr= ! ‘
sf G
A ( AT )
e —1
Integrando

Haciendo la sustitucion

C.
AT
"de donde
A= 2
Tz
y por lo tanto
Cz dz
d\ = — —— ——
T
resulta
U= T
&
integral que se resuelve desarrollando en serie:
U = %Tﬁ[ (z’e—‘ NN )dz
2 (-4

Aplicando la solucién general de la integral definida

[y
n!

n —ax
];ze d.‘t=—an—+7'

6C, .,
a1+ + +256 Forernns )

resulta
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6C,
C’

48xR’
h] CJ (N)‘

= 1,082 T

= 1,082

que es la ecuacibén de Stefan:(§ /3)
U=4AT!
Luego el coeficiente A tiene el valor teérico

48~ R?

A=1082 —5—
N LA ON

Con los valores numéricos en un}dadm CGS.

R = 83136 X 10
h =645 X10~7  (segin Millikan)
c=13%x10" )
(N) = 6,064 X 10®  (segn Millikan)
resulta A =758x107"

que puede compararse con el valor experimental dado en § 13.
Busquemos ahora la condicién y el valor del méximo de e.
El méximo ocurrira para el minimo de

5] Betw
RAT
] —1

y quedars determinado igualando a cero la derivada de esta expresi6n. Resulta, lla-
mando A, el largo de onda correspondiente al méximo

he(N) he(N)
ilc N RamT RamT
b Am +82,1 € —1|=0

RNZT S

0 sea
he(N)

RAmT h
5 °(N)}=5

e —
RMT
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ecuaci6bn de la forma e* (6 —x) =& que se satisface con el valor

he (N)
.t -0

que no tiene significacién fisica, y también con

he(N)

= ———— = 4 965
IV i

de donde

AT = he(N)
. 4,966 R

que es, como se ve, la ley de desplazamiento de Wien. Introduciendo los valores
‘numéricos en unidades C.G.S., resulta

A, T = 0,2884

valor que es igual al encontrado experimentalmente. Si se reemplaza X por A, en Ia
expresi6n (/19) de e\ se obtendrd el valor del méximo de e), Que llamaremos e,,.

Resulta:
- 2hc?

em 4,965
) g (e —1 )

y como para A, se verifica que

queda
2hc?

n = T 7 498
(0,2884) (e —1)

=414X107° T

que es Ia otra ley de Wicn. (§ 17).
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