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1.—~DEFPINICIONES DE LOS VECTORES Sén V Y €08 V

Consideremos un sistema ortogonal de coordenadas X, Y y los vectores unita-

RSy

rios h e i cuyas direcciones coinciden con los ejes X e Y respectivamente (fig. 1).
En este sistema un vector v cualquiera puede expresarse, siendo @ y # dos va-
riables escalares por la forma ~

-

V=¢h—3i

- - -

Definimos los vectores trigonométricos sen v (seno del vector v) y cos v

—

(coseno del vector v) en relacibn con el sistema de ejes coordenados X, Y por las
expresiones

1) sen v = cosaShS. h + senaChB. i
2) - cos v = cosaChB. h 4 senaShg. i

En el caso particular 8 = O o sea v = ah se tiene

—_ - p—y -

sen v = senai cos v =cosx- h

y congiderando las magnitudes escalares de los vectores

b d b d
Isen v|=sena Icosv|=cosa.

- —

Es decir los vectores sen v y cos v cn el caso 8 = O coinciden en direccién
con los ejes Y y X respectivamente y sus magnitudes escalares corresponden a lus

Obsérvese la correspondencia de las expresiones 1) y 2) con el desarrollo de lo8 complejos

i.sen (@ —iB) = cosaShp + i.senaChg
co8 (@ — if) = cosaCh@ + i. senaShg
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funciones circulares trigonométricas, como resulta de las definiciones de estas funcio-
nes en el circulo.

- —

En el caso particular @ =Q o sea v =—f.1 se tiene

—

sen v = ShB. h cosv=ChB8.h

y considerando las magnitudes escalares

-

,sen;!=Shﬁ lcosv = Chg

- -

Es decir los vectores sen v y cos v en el caso a =0 tienen sus direcciones
coincidentes con el eje X. Sus magnitudes escalares corresponden a las funciones

hiperbélicas Shg y Chg.

- —

2.—PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LOS VECTORES €D V Y COS V

— -

A.—Propiedades escalares de los vectores sen v y cos v.
De acyerdo con las definiciones establecidas

Isen ;l = Vcosza- Sh?8 + sen’a. Ch’g

de donde reemplazando cos’a = 1 —sen’a y = Ch?8 = 1 4- Sh?8 se obtiene

3) ! sen ;l = VSth + sen’a
0

3) Isen;lsl/x} Ch 28 — cos 2«

En igual forma

’cos ;‘ = Vcosza- Ch?B + sen’a. Sh8

de donde -

4) ,cos ;I = VCh’ﬁ + cos’a—1
0

4') {cos ;' = VCh 28 + co8 2a

Formando la suma y resta de los cuadrados en 3') y 4")

-2 ~f2
5) Icosv' +lsenvl = Ch28




DE LA UNIVERSIDAD DR CHILE 65

6) 'cm;lz“lwn—;lz’cos%

y los productos algebraicos en 3) y 4) y 3’) y ')

)] tsen:l . |cos;|"}VCh’éB—cosz2a

) Isen ;I . ‘cos ;I =y Vsn’zp + sen2a

Y

jiq 4.

En el caso particular 8 = O las férmulas 5 y 6, 7 y 7’ se convierten en las f6r-
mulas de la trigonometria rectilfnea

cos’a + sen’a = 1
cos’a — sen’a = cos 2a
sena - Cosa = y sen 2a

En el caso particular @ = O las mismas férmulas se convierten en las férmulas
de la trigonometria hiperbélica

Ch?8 + Sh’8 = Ch 28
Ch?8—Sh¥8 =1
Shg . Chg = 3 Sh28
§--Anales de la faculted. ..



66 ANALES DE LA FACULTAD DE CIENCIAS FPISICAS Y MATEMATICAS

- -

B.—Propiedades vectoriales de los vectores sen v y cos v .
L[] -

b d

a) Argumentos de los vectores sen v y cos v .

- -

Sean ¢ y O los 4ngulos que forman los vectores sen v y cos v con el eje X (fig 1).
De las definiciones fundamentales siendo senaChg8 y cosaChg las componentes del

-

vector sen v tenemos

tga
Thg

8) tge =

-t

Siendo cosaChB y senaShg las componentes del vector cos v .
9) tgO = tga. ThS

De 8) y 9) deducimos las funciones del dngulo ¢ — 0 .

10 ( o) sen 2a
g (e Sh 28
sen 2a
—_0) =
11) sen (¢ — 6) = Shs + sen’2_a
12) cos(p—06) = Sh 26

Sh?28 + sen?2a

b) Producto escalar (cos v . sen V).
El producto escalar (cos v. sen v) estd definido por

-

(cosv.sen v)‘lsen v| : lcosv . co8 (p—6) .

En virtud de 7’) y 12) tenemos

13) (cos ;- sen ;) = 1Sh28

es decir dicho producto escalar es independiente de la variable a .

¢) Producto vectorial [cos V. gen v]
El producto vectorial [cos V. sen v] siendo j un vector unitario normal al plano

- -

« formado por h e iestd definido por

[cos v.sen v]‘leos VI ‘ |senv . sen(p—0).j
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y en virtud de 7) y 11)

14) [oos v.8en v] = jsen2a. j

lo cual significa que el producto vectorial indicado es independiente de 1a variable g.

—_ - — -

3.—VECTORES cOS V+4sen v Y €OSV—sen v

Refiriéndonos a la figura 2 tenemos representados en OA y OB los vectores

cos v y sen v respectivamente, De la composicién de dichos vectores resulta

Y

)

OC=cosv+senv

— —

BA =cosv—sen v

Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo OBC obtenemos

-

cos;+sen;lz=|cos;|2+|sen;lz+'2\cos;| : Isenv . cos (p—6)
¥ en virtud de 5) y 13)
‘cos;+sen; z=Ch2B+Sh2ﬁ

¥ teniendo presente que Ch28 + Sh28 = e se tiene

15) lcos v +sen v|=eb
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que se traduce en la figura en OC = eb .
En igual forma del tridngulo OBA deducimos

Icos ;- sen ;Iz = Ch2ﬁ-—Sh.2B

y teniendo presente qixe Ch28 — Sh28 = e 2P se tiene

16) loos:—sen;l= —6

que se traduce en la figura en BA =e—# .
Multiplicando 15) y 16) resulta

Lad

17) cosv+senv|' Ioosv——senv|=l

fig 3

que se traduce en la figuraen OC.BA =1

y en palabras el producto de las magnitudes escalares de los vectores cos v + sen v

y cos v—sen v es constante e igual a la unidad. Si B =0 se verifica siendo
OC = BA =1 una identidad (fig. 3).

Demostramos ademis la propiedad, que es evidente por definicién en el caso

-

de las funciones circulares, de que los vectores sen v -+ cos v y sen v — sen v for-
man con el eje X el dngulo @ y — a respectivamente.

-— — —

En efecto proyectando los vectores sen v, cos v y su resultante cos v + sen v

sobre el eje X y aceptando que el vector cos v -+ sen v forma el ingulo « con el eje
X tenemos la identidad

cosaChB + cosaShB = e ® cosa
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- -

En igual forma proyectando los vectores cos v, — sen v y su resultante

cos v— sen v sobre el eje X y aceptando que el vector cos v— sen v forma el
éngulo — a con el eje X tenemos la identidad

cosaChB — cosaShB = e~Pcosa

En adelante emplearemos para estos vectores los sfimbolos

- —_ —

18) e"=cosv-+senv
" - - -
19) . e Ve cosv—sen v

— —

definiendo w un vector de igual magnitud y normal a v o sea

- — -

w=h+ai

-

Considerando de acuerdo con las propiedades estudiadas que los vectores e¥ y

e~ tienen respectivamente magnitudes e® y e—® y estin inclinados con respecto al
eje X de angulos @ y — a estos pueden expresarse en la forma

20) eV =¢eb cosa- h+efsena.i
21) e =ePcosab—e P sena. i

4 —DEFINICIONES DE LOS VECTORES Sec V Y coseC V

e d -t

Definimos el vector sec v (secante del vector v) como un vector de igual di-

reccién que cos v y magnityd igual al valor reciproco de la magnitud del vector

- -t -

cos v. En forma similar definimos el vector cosec v (cosecante del vector v) como

-

un vector de igua! direccién que sen v y magnitud igual al valor reciproco de la

magnitud del vector sen v (fig. 4).
Por lo tanto, las magnitudes de estos vectores son

[P p—— 1
22) 8¢ V1 =T=7 = Y1(Ch 28 + cos2a)
I cos vl

Haciendo =0 el vector e” se reduce a e vector que en la forma e es muy empleado en
Electrotecnia.
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Y
04
) ©
v 0
oas? Jeo >
T XK
iig 4
et o2 T
23) cosec V| = I =1 {3 (Ch2—cos 2a
sen v

De acuerdo con las definiciones estos vectores tienen por expresién

i (s v )
= —— .h ShB.
24) sec v Ch2d T cos2a cosaChg- h + senaShg. i

- 2 ke d Lnd
25) coseec V = m (COSaShﬂ- h + senaChg. 1)

- —

5.—DEFINICIONES DE LO8 VECTORES tg Vv Yy cotg v

- —

Definimos el vector tg v (tangente del vector v) como un vector de magpitud

- -—

igual al cuociente entre las magnitudes de los vectores sen v y cos v y de argu-
mento igual a la diferencia de los argumentos de dichos vectores. Definimos el vec-

- -

tor cotg v (cotangente del vector v) como un vector de megnitud igual al valor

-

reciproco de la magnitud de tg v y de argumento igual al complemento del argu-

mento de tg v (fig. 5).
Por lo tanto, las magnitudes de estos vectores son

I -'I Isen; _ Ch28 — cos2a

26) tgv| = Icos;I ~ "Ch2B + cos2a
- 1 Ch28 + cos2

27) Icots Vl = ltg; l = Cth—:z;:

De acuerdo con las definiciones estos vectores tienen por expresién
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tg v = \tg vl cos (¢—-0)h + ,tg vl sen (v-—-B)i
teniendo presente 11) y 12)

-

ho )
28) tgv = Chap + e Sh2g. b + sen2a. i
29) t ; 1 (sen2 ;+ Sh28 :)
OBV = T Chog— cosZa @ '

6.—VECTORES TRIGONOMETRICOS INVERSOS

A) Vector Log v.

- -

Definimos el vector Log v (logaritmo del vector v) como un vector tal que el

— -
vector e“®" igual a v o sea
— -
v = glosv

-

Si y, x son las componentes del vector Log v sobre las direcciones h e i res-

pectivamente tenemos

Logv=yh+xi
de donde segtin 20)

-

-
vael.ocv

- -
= eYcog x. h + e’sen x. i

. -y -y -’
por lo tanto siendo V=ah—gi
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resulta a =e'cos x
f=—esenx

de donde
x = ~—aretg %—
y = % Log (a* + 8%)

luego obtenemos la expresi6n de Log v

30 Log v = § Log (a? + 6 h—are tg =i

-

B) Vector vect cos v

- -
Definimos el vect cos v como un vector tal que el vector cos (vectcos v) sea

igual a v o sea
v = cos (vectcos v)
e - -

Si x,y son las componentes del vector vectcos v sobre las direcciones h e i

respectivamente tenemos
L]

- - Py

vectcos v=x. h—yi

de donde segln 2)

v = cos v (vecteos v) = cosxChy. h + senx. Shy i

~— -—t

- —

por lo tanto siendo v=ah—gi

a = cosxChy
B8 = — senxShy

De este sisterna de ecuaciones se determina x e y obteniéndose

x=v}arccose
y=—%4rCh¢

siendo t=@+p) =V +p)1—2(*—p8) +1
por lo tanto

vectcos v = Jarc cost.- h +$4r Ch¢. i
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7.—RESUMEN

- -y

Los vectores trigonométricos cos v y sen v constituyen una generalizacién de
las funciones trigonométricas circulares que permite abarcar también las funciones
hiperb6licas. Como vectores tienen propiedades escalares y vectoriales que hemos
desarrollado en el presente estudio.

-

En funcién de los vectores fundamentales hemos defibido los vectores sec v,

- - -

cosec v, tg v, cotg v y los vectores inversos que también tienen diversas propie-
dades escalares y vectoriales. Estas propiedades, coma asimismo las aplicaciones de
los vectores trigonométricos en Geometria y Resistencia de Materiales las hemos
desarrollado en otro estudio a publicarse pr6ximamente,





