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POR EL IN". ARTURO ARIAS S.

Hace algun tiempo, el profesor senor Domingo Almendras ha tenido Is. gen­
tileza de pedir al autor que ocupara dos sesicnes del Semina.rio de Matematicas
para hablar sabre el tema del eplgrafe. EI presente articulo es la transeripcion
escrita de la primers de esae charles. En un trabsjo proximo se expand". 10 dicho
en la segunda,

EI proposito de estoa trabajos es establecer aquellos resultados de la teorla

genera) de vibraciones que sirven de base a los metodos de calculo antisismico.
En este articulo se pasa revists al estado actual del problema para estructuras
de un grade de libertad.

Se han utilizado varias hip6tesis para determinar las fuersas que actrian
sabre una estructura sometida a temblor, a partir del conocimiento que Be pueda
tener del movimiento del terreno de fundaci6n que la soporta, La mas simple y
mils usada de estas hip6teslB consiste en suponer que todas las partes de la estrue­

tura tienen una misma aceleracion, que se supone igual a la del suelo, El caleulo
de las fuerzas se haec, entonces, aplieando la ley de Newton, de proporeionalidad
entre fuerzas y aceleracionea-Eata hip6tesis no toma en cuenta que toda estructura

esta Iormada por elementos mas 0 menos flexibles; par el contrario, supone que la
estructura es perfectamente rigida y que se mueve junto con la fundaci6n. Los

resultados de la experieneia estan en contradiecion con osta hip6tesis: edificios
proyeetados para resistir fuerzas horizontales equivalentes a un quinceavo de su

peso, es decir, para resistir un temblor en que Ill. aeeleracion horizontal de la fun­

dacion fuera, como maximo, un quinceavo de la 'aceleracien de gravedad, han

resistido terremotos en que se han medido aceleraciones varias veces mayores,
Posteriormente, se han elaborado otrss teorlas en las que .se tiene en cuenta

la elastieidad de la ..truetura; pero, a falta de registros sism9l!raficos satistaetorios,
estos analisis han tenido que completarse haciendo alguna hip6tesiB simplifleato­
ria respecto de la naturaleza del movimiento del suelo. Se suponia, generalmcnte,
que este era arm6nieo simple y se estudiaba .010 la oseilseien forzada 0 de regimen.

Los resultados a que Be llegsba por este camino eran de valor muy limitaQo;
primero, porque en la zona destructora de un terremoto el movimiento del suelo
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no eo al'lIl6nico, y segundo, porque siendo el temblor u� fen6meno de duraeien
relativamente eorta, no ee aleanza a eatableeer eI regimen.

Por no ser el movimiento del suelo un movimiento armonieo sostenido, lie

necesita una teorla mas elaborada, Esta teorla debe estudiar la respuesta de II'

estructura a un movimiento ctransiente, e irregular; es deeir, a un movimiento
que tiene un eomienzo y un fin y que, ademas, es de una naturaleza extraordina­

riamente complicada.

Recordemos algunos puntos fundamentales de la teorla de las vibraciones.
Un oscilador lineal simple es un sistema mecanico formsdo por un punto ma­

terial que puede moverse sobre una recta y que esta ligado a un punto fijo de ella,
mediante un resorte que sigue Is ley de Hooke. La respuesta de este sistema,
cuando es solieitado por una fuerza perturbadora peri6dica, se compone de dos
partes: una o8cilaci6n transiente, cuyo perlodo es eI propio del oseilador y cuya

amplitud depends de las condiciones iniciales, y una oscilaci6n permanente, for­
zada 0 de regimen, cuyo perlodo es el de la fuerza perturbsdora peri6diea y cuya
arnplitud es independiente de las condiciones iniciales. En csso que haya amorti­

gusmiento, la oscilacion transiente decreee paulatinamente hasta practicamente
desapareeer, quedando s610 la Iorzada.

Supongamos un oscilador simple, no solieitado por fuerza perturbador.. al­

gun.. (oseilaciones libres). La ecuaci6n del movimiento es

mx"= - kx (1)

en que m es Is mssa del oscilador; k, la rigides del resorte; '" designa la e1ongsci6n
y los acentos indican derivaci6n respecto del tiempo. La soluci6n de (1) Il8

Vo
x = x, cos pt + - senpt

p
(2)

siendo "'0 I .. elongaeion inieial y Vo Is velocidad inieial, y en que

2
k

P =­

m
(3)

Results, pucs, que si Ia elongaei6n inieial es nula, la solucien se reduce a

Vo" .

x= -senpt
p

(4)

Considersmos ahora, el easo en que existe ademaa una fuena perturbadora,

,F=F(t)
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En la ecuaci6n diferencial del movimiento, habra que agregar este t�rmino per­
turbador en el segundo miembro:

mx" = - kx + F (t) (5)

Para obtener Ia solueion de Ia nueva ecuacicn difereoeial, podemos proeeder por

superposicion, agregsndo a la soluci6o (2), la perturbaeieu provoeada por F.
Esto es licito, por tratarse de una ecuaeion lineal.

Durante el iotervalo (e, e + 6e), el impulse de las fuerzas vale

F (e) Ile

Si designamos por

mav

.

el incremento eorrespondiente de la eantidad de movimiento, results, en virtud
del teorema del impulse,

F(8)
Ilv=--M

m
(6)

A la solueion (2) se agrega, entonees, en virtud de las eeuaeiones (4) y (6), eo el
instants 8 uns oscilacicn arm6niea dada por

Ilv F(8)
Ilx= -senp (t-9) = --sonp (t-e) fl8

p mp

Superponiendo estas perturbaciones y p.....ndo al limite, Be obtiene finaImeote

x e x, cos pt + � sen pt +/' F(9)
sen p (t-e) d8 (7)

p mp
o

LOB dos primeros terminos del segundo miembro representao la oseilaoion libre;
I.. integral (integral de Duhamel) representa I .. perturbacion,

Establecido el resuitado anterior, podemos pasar a estudiar la respuesta de
una estructura de uo grado de libertad, sometid .. a temblor. Supondremoe que ls

estructur.. se puede representar por un oseilador lineal simple, eonstitufdo por
una mass m, ligada al suelo por un elemeoto de rigidez k, eonstante (la estruetur..

signe la ley de HOOke). La fuerza ejereida sobre m es '" veees 1& rigid.. del e1emento
elAstico (fig. 1).
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Se pide el movimiento relative de la mssa m respccto del suelo, cuando �te
Be mueve segun -una ley eonoeida, Para el sistema en estudio, no Be rests gene­
ralidad a los resultados, si suponemos que el movimiento del suelo es rectillneo y
horizontal.
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Fig. t=-Esquema de osciledor
lineal simple

Fig. 2.-Espeetros de aoeleraci6n del temblor
del 13 de setiembre de 1935, sin amortigua.­
miento y con amortiguamiento iguaJ a 0,05

veres el entico

Sea x la elongaci6n del suelo; sea y Ia elongaci6n relativa del punto material.
La ecuacion fundamental de la dinrlmica da

m (x + y)"= - ky (8)

La expresi6n

x"= a (t) (9)

es Is aceleraci6n del suelo, conocida, para un temblor dado, por los registros que
se obtienen en acelerogrsfos.

La ecuaci6n (8) se puede ordenar como sigue:

my"= - ky- rna (t) (10)

Comparando esta ccuaci6n con (5), SO ve Que se trata del movimiento de un 0&­

cilador lineal simple, perturbado por Ia fuerza (fuerza de inereia)

F (t) = - rna (t)

La soluci6n del problema sera, entonces,

Y=YOCosPt+�senpt-f'·a(9) senp(t-S)d6 (11).

p p
o
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Si la estructura Be encontraba inicialmente en repose, en BU posici6n de equi­
Iibrio, 10 anterior se reduce a

y=-I' a �) sen p (t-O) dO (12)

AI ingeniero Ie interesa especialmente eonoeer I"" fuerzas que el temblor
provoca en Ia estructura, En el caso de una estructurs de.un grade de libertad,
basta eonocer, per ejemplo, el esfuerzo de corte en la base, para conocer las sOlici­
taciones en cada uno de los elementos. Este esfuerzo de corte bassi vale

V=ky =-mp 1.' a (0) senp(t-O)dO = -mf(t) (13)

La funci6n

ft f'2.. 2 ..

f(t) =-p a(O) senp(t-O)dO = -_ a(o)sen� (t-9,) do
, T T

o 0

(14)

da la historia del oseilador a 10 largo del tiempo. Se ve que para un temblor dildo,
es decir, para a (0) dado, Is fimci6n f (t) depende tinicamente de t y del parametro
T, periodo propio del oseilador 0 de la estructura. Si llamamos A el maximo va­

lor de f (t), S6 tiene

V mOx = mA (15)

Se puede comparar este resultado con el que se obtendrla si se supusiers que
la estruetura es rfgida y sigue al auelo en su movimiento, En tal C880, Be tendrla

V mix = marnix (16)

en que BmOx es la maxima aceleraci6n del suelo. La ecuaci6n (16) corresponde
a la tearla sirnplista, esbozada al comensar este articulo; Ia ecuaci6n (15) es, en

cambia, el resultado de una teorfs mas elaborada, que tiene en cuenta la 8exibi­
lidad de la estructura y el earacter transiente e irregular del movimiento sismica.

Eate. elaro que para un terremoto dado, el valor de A depende del parAmetro T;
es deeir, del periodo propio de Is estructura. La cantidad A Be puede avaluar para
cada valor del perlodo T, y puede ser considerada como una funci6n A (T) del

pertodo del oacilador, EI valor de la funci6n A (T) Be IIams ace�raci6n elim. del

temblor, para el perfodo T; eats denominaci6n este. justificada par Is correspon­
deneia que hay entre 108 t6rmino. de I... eous.iones (15) y (16). La curva que

representa la funci6n A (T) recibe .1 nombre de espectro de aceleraci6n del temblor.
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La importancia practica de este concepto de espectro de aceleraci6n reside
en eJ heeho que, una vez conoeido el espectro de un terremoto, es posible eseribir
de inmediato eJ valor del esluerso de corte maximo en la base, provoce.do por eI
terremoto sobre cualquiera estructura asimilable a un oscilador lineal simple."
Para obtener dicho esfuerzo de corte, basta multiplicar la mass de la estructura

par la ordenade del espectro para eI valor de T correspondiente.
Como resulta muy tedioso avaluar la funei6n A (T) par integraci6n numerics,

sa han ingeniado varies metodos mecanieos 0 eleetricos para efectuar los catculos.
S610 meneionaremos el pendulo de torsi6n idesdo por III. A. Biot para resolver eI

problema. Este instrume�to consista en un hila vertical, de acero, por eiemplo,
del eual euelga una barre horizontal que lleva dos masas dispuestas simetriea.­

mente; la barra puede girar en torno del eje vertical que pasa por el hilo: el punto
de suspensi6n puede hacerse rotar a voluntad en torno del mismo eje. Es facil
establecer que la ecuaci6n diferencial que rige las oscilaciones de torsi6n de este

pendulo, es analoga ala ecuaci6n (10), Sea I el memento de inercia de la barra y
de las masaa en torno del eje de rotaci6n; '(J, una coordenads angular que define
la posicion de la barra; c, la rigidez a la torsion del hilo, y II =11 (t), e1aogulo en que
ha girado la suspension, medido en el mismo sentido que '(J. La ecuaci6n del mo­

vimiento, obtenida por el teorema del momento cinetieo, es

I '(J" = - c ('(J-a) (17)

que, como se ve, es analogs a la ecusci6n (10). Entonces, adoptando escalas ade­

cuadaa, Is respuesta del pendulo de torsi6n coincide con la respuesta de la estrue­

tura solicitada por temblor, siempre que eI giro de la suspensiea sea proporcionaI
a las ordenadas del acelerograma,

En la Escuela de lngenieria de la Universidad de Chile, los ex alumnos, hoy
ingenieros, sefiores Juan' Lepe y Ram6n Torres han construldo, con eI auxilio del
taller que posee eI Instituto Sismol6gico, un pendulo de torsi6n, con eI cual han

podido hacer el an8.lisis del acelerograma del temblor del 13 de septiembre de 11945,
registrado en Santiago. En la fig ..

2 aparece eI espectro de este temblor.
Para un luger dado Be pueden obtener lOB espectros de todos los temblores

que se hayan registrado en dicho lugar y eonstruir Iuego, una envolvente de los ee­

pectros, eurva que se puede eonsiderar como espectr« tipo de aceleraci6n, para eI

lugar en cuesti6n. Lo que se necesita para proyectar estructuras antialsmieas en

un lugar dado, es precisamente esta envolvente de los espectros, A base de un

analisis de varies temblores, Biot ha propuesto en forma tentative eI espectro
tipo de la fig. 3.

Esta curva pone en evidencia que las ..tructuras flexibles. de periodo propio
largo, soportan, en general, esfuerzos de corte menores que las estructuras ri­

gidaa, de pertodo propio mas eorto. Los acelerogramas analiaados por Biot, han
sido registrados mediante aeeler6grafos cuyo periodo es 0,1 seg, Aunque estos

instrumentos est&n adecuadamente &mortiguados para funcionar como aceler6-
graros, no debe darse mucha importancia a la parte del espeetm que corresponde
a perlodos menores de 0,2 seg. Por esta raz6n, otros investigadores proponen
A (T) =g, para TSO,2.

?-AnaJa. de Ie Facu!tad ....
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Fig. 3.-Espectro de aeeleraeion tipo propuesto per Biot

EI analisis expuesto anteriormente se, puede modifiear levemente para tener
en euenta el efecto de un amortiguamiento viscose �proporcional a la velocidad+­
sobre la respuesta de la estruetura. La ecuaei6n (10) se transforms en

my" = �k y-- e y' -rna (t) (10)'

en que el termino �cy' corresponde a las fuerzas de amortiguamiento. La integra­
cion de la ecuaci6n (10)' se haee en forma analoga a la expuesta mas arriba para la

ecuaei6n (10); los detalles del ealoulo se dejan allector. En In fig. 2 aparece el es­

pectro del temblor del 13 de septiembre de 1945 para un amortiguamiento igual a

0,05 veees el amortiguamiento crltico.
Como era de esperar, Is presencia de fuerzas de amortiguamiento trae por con­

secuencia una notable reducei6n de amplitudes; SU cfeeto es beneficioso y a dichas
fuerzas debe atribuirse en gran parte que, estructuras disenadas para fuersas hori­
zontales relativamente pequefias, hayan resistido tan bien. Las experisncias reali­
sadas con pendulos de torsion en los EE. UU., ha� llevado a la eonclusi6n que,
si el amortiguamiento es pequefio, bastan pequenas variaciones del amortigua­
miento para obtener grandes variaciones en las amplitudes; esta influencia del

amortiguamiento se bace menos important. (relativamente) para amortiguamien­
tos fuertes,

A continuaei6n discutiremos las hip6tesis que se han hecho para plantear e

integrar las ecuaciones (10) y (10)'.
En primer lugar, se ha supuesto que la estructura se comport. como un sis­

tema mecanico de un grado de libertad; esto limit. el campo de aplicaci6n de los
resultados a estructuras muy simples. En un pr6ximo trahajo, nos proponemos
extender el metodo a estructuras de varies grades de libertad.

Se ha admitido que I. rigidez k es una constante. Para las estructuras reales,
k es funci6n de la clongaci6n; esto complies extremadamente el problema de la in­

tegracien de la ecuaci6n (10), que deja de ser lineal. Deja de valer el principio
de superposicion, y todo el analiais anterior queda invalidado, Ya no cabe hacer una

distincinn entre oscilacien transiente y oscilaeion forzada; no se pueden sumar,

simplemente, los efeetos de impulses sueesivos, y Is solucion del problema no se

puede obtener por Is integral de Duhamel; la oseilacien libre y la perturbaci6n
dejan d. ser indepcndientes, y. no vale hacor distinei6n entre ellas. Afortu�ada-
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mente, el efecto de esta no-linearidad de la estructura introduce una segunda Ii­
mitaeion de amplitudes.

Considerscionea anoilogas Be pueden hacer en 10 que respecta al amortigus­
miento. Se ha supuesto que las fuerzas de amortiguamiento Bon proporcionales 8

la velocidad; esta aproximacion results tolerable para elongaciones pequenas,
Apenas las deformaciones se haeen apreciables, aparecen en la estructura deforms­
ciones permanentes y Ia tass. de disipaci6n de .energfa crece en forma extraordina­
ria. Tambien Be puede esperar que esta no-linearidad del amortiguamiento resulte
beneficiosa para la estructura, aunque eomplica extremadamente el aruilisis.

En conexion con las deforrnaciones permanentes que se producen en la eetrue­

tura durante un terremoto, cabe esperar que estas deformaciones eambien las
caracterfsticas de la estructura; es 10 que comprueba la experieacia: el periodo
propio (para oscilaciones de pequefia amplitud) de una estructura no es el mismo
antes que despues de producidas las deformaciones permanentes; deben eeperarse,

entonces, 10 que Volterra llama fen6menos hereditarios: por ejemplo, las propie­
dades ehisticas de la estructurs dependeran de au historia.

Se ha supuesto, finalmente, que la estruetura se cornporta como si estuviera
colocada sobre una mesa vibrante, animada de un movimiento horizontal. La
realidad es mas compleja: hay rotaci6n y deslizamiento de la fundaci6n; esto in­
troduce nuevos grades de Iibertad, Hay transferencia de energia de la estructura

a BU fundaei6n. Parte del terrene, participa del movimiento de la estructura, 10

que acarrea una incertidumbre en la definicion de los psrametros que la earaete­

riaan: su mass, pOI' ejemplo.
Como puede spreciarse, el problema del ealculo antisismico, deede el punto

de vista de BUS fundamentos teorieos, apenas esta planteado, EI intento de resol­
verlo en la forma propuesta pOI' Biot, fracasa =-aunque no del todo+- pOI' estar

basado en simplificaciones demasiado drasticas, Y decimos no del todo, porque,
si bien es cierto que el espectro tip" que propene Biot, conduce a fuerzas exsge­
radas, puede servir de base para apreciar el efecto beneficioso de los distintos
Iaetores que hemos discutido mas arriba y conducir, pOI' ultimo, a una soluci6n
satisfactoria,

<:ljltl! que esta misma incertidumbre e ignoraneia nuestra, sea una incitacion
a Ill. investigaci6n.

EI autor agradece a los senores Lepe y Torres Ill. autorizaci6n para reprodu­
cit los resultados de su analisis,
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