Los fundamentos tedricos del calculo
antisismico
Por L ING. ARTURO ARIAS S,

Hace algiin tiempo, e} profesor sefior Domingo Almendras ha tenido la gen-
tileza de pedir al autor que ocupara dos sesiones del Seminario de Matematicas
para hablar sobre el tema del epfgrafe. El presente articulo es la transeripcion
eserita de la primera de esas charlas. En un trabajo préximo se expondra lo dicho
et la segunda.

E} propbsito de estos trabajos es establecer aquellos resultados de [a teorfa
general de vibraciones que sirven de base a los métodos de chleulo antisismico.
En este articulo se pasa revista al estado actual del problems para estructuras
de un grado de libertad.

Se han utilizado varins hipitesis pars determinar lag fuerzas que actisn
sobre una estructura sometida s temblor, a partir del conocimiento que se pueda
tener del movimiento del terreno de fundacién que 1a soporta. La més simple y
més usads de estas hipdtesis consiste en suponer que todas las partes de la estrue-
tura tienen una misma aceleracioén, que se supone igual a la del suelo. El célculo
de las fuerzas se hace, entonces, aplicando 1a ley de Newton, de proporcionalidad
entre fuerzag y aceleraciones.sEsta hipbtesis no toma en cuenta que toda estructura
estd formada por elementos més o menos flexibles; por el contrario, supone que la
estructura es perfectamente rigida y que se mueve junto con la fundacién, Los
resultados de 1a experiencia estin en contradicciébn con esta hipétesis: edificios
proyectados para resistir fuerzas horizontales equivalentes & un quinceavo de su
peso, es decir, para resistir un temblor en que la aceleracién horizontal de la fun-
dacién fuera, como méximo, un quinceavo de la ‘aceleracién de gravedad, han
resistido terremotos en que se han médido aceleraciones varias veces mayores.

Posteriormente, se han elaborado otras teoriss en las que se tiene en cuenta
la elasticidad de 18 estructura; pero, a falia de registros sismogrificos satisfactorios,
estos andlisis han tenido que completarse haciendo alguna hip6tesis simplificate-
rin respecto de la naturaleza del movimiento del suelo. Se suponia, generalmente,
que éste era arménico simple y se estudiaba sélo la oscilacién forzada o de régimen.

Log resultados & que se llegaba por este camino eran de valor muy limitado;
primero, porque en la zona destructora de un terremoto el movimiento del suelo
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no es arménico, y segundo, porque siendo el temblor up fenémeno de duracién
relativamente corts, no se alcanza a establecer el régimen.

Por no ger el movimiento del suelo un movimiento arménico wst.emdc 8e
necesita una teorfa més elaborada. Esta teoria debe estudiar 1a respuesta de la
estructura a un movimiento <transiente» e irregular; es decir, & un movimiento
que tiene un comienzo y un fin ¥ que, ademés, es de una naturaleza extraordipa-
riamente complicadsa.

Recordemos algunos puntos fundamentales de la teoria de las vibraciones.

Un oscilador lineal simple es un sistema mecédnico formado por un punto ma-
terial que puede moverse sobre una recta y que estd ligado & un punto fijo de ella,
mediante un resorte que sigue la ley de Hooke. La respuesta de este sistema,
cuando es solicitado por una fuerza perturbadora periédica, se compone de dos
partes: una oscilacién transiente, cuyo periodo es el propio del oseilador y cuya
amplitud depende de las condiciones iniciales, y una oscilacion permanente, for-
zada o de régimen, cuyo perfodo es el de la fuerza perturbadora periédica y cuya
amplitud es independiente de las condiciones iniciales. En caso que haya amorti-
guamiento, la oscilacidn transiente decrece paulatinamente hasta prﬂctlcament,e
desaparecer, quedando sblo la forzada,

Supongamos un oscilador simple, no solicitade por fuerza perturbadors al-
guna (oscilaciones libres). La ecuacién del movimiento es

mx”’= — kx (10

en que m es la masa del oscilador; k, la rigidez del resorte; z designa la elongacién
y los acentos indican derivacién respecto del tiempo. La solucién de (1) es

x=x,cospt + -—‘;’— senpt (2)

siendo x, la elongacibn inicial ¥ v, la velocidad inicial, ¥ en que

pr= = (3
m

Resulta, pues, que si l2 elongacidén inicial es nula, 1a solucién se reduce &

-

Yo :
X= — sen pt {4)
p

Consideremos ahora, el ¢aso en que existe ademés una fuersa perturbadora,

F=F(t)
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En la ecuacién diferencial del movimiento, habrd que agregar este términc per-
turbador en el segundo miembro:

mx"” = — kx 4 F (t) {5)
Para obtener 1a solucién de la nueva ecuacién diferencial, podemos proceder por
superposicién, agregando a la solucién (2), la pert_urbacién provocada por F.
Esto es licito, por tratarse de una ecunaci6n lineal.

Durante el intervalo (9, 8 + 46), el impulso de las fuerzas vale
F (8) a6
Si designamos por
mAv

el incremento correspondiente de la cantidad de movimiento, resulta, en virtud
del teorema del impulso, . -

F(e)

Av= Y 6)

A la solucidén (2) se agrega, entonces, en virtud de las ecuaciones (4) y (6), en el
instante 8 una oscilacién arménica dada por

Av F(e
Ax= —-genp (t-4)= ©) gen p (t-0) A
p mp

Superponiendo estas perturbaciones y pasando al limite, se obtiene finalmente

4

Ve F®) cenp (t-0) do @

X=X, cospt + senpt +

Los dos primeros términos del segundo miembro representan la osecilacién libre;
la integral (integral de Duhamel) representa la perturbaci6n.

Establecido el resultado anterior, podemos pasar a estudiar la respuesta de
una estructura de un grado de libertad, sometida & tembior. Supondremos que la
estructuras se puede representar por un oscilador lineal simple, eonstituido por
una masa M, ligada 8l suelo por un elemento de rigidez k, constante (la estructurs
gigue Ia ley de Hooke). La fuerza ejercida sobre m ¢s # veces la rigidez del elemento
eldstico (fig. 1).
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Se pide el movimiento relative de la masa m respecto del suelo, cuando éste
se mueve seglin una ley conocida. Para el sistemna en estudio, no se resta gene-
ralidad a los resultados, si suponemos que el movimiento del suelo es rectilineo y
horizontal.
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Fig. 1-——Esquema de oscilador Fig. 2.—Espectros de aceleracién del temblor
lineal simple del 13 de setiembre de 1935, gin amortigua-

miehto ¥y con amortiguamiento igual a 0,05
veces el critico

. Sea z la elongacion del suelo; sea y Ia elongacién relativa del punto material.
La ecuacién fundamental de la dindmica da

m (x + y)"=—ky )
La expresién
x"=a(t) (8)

es la aceleracién del suelo, conocida, para un temblar dado, por los registros que
se obtienen en acelerégrafos.
La ecuacibén (8) se puede ordenar como sigue:

my’’ = — ky— ma (t) (10)

Comparando esta ecuacién con (5), se ve que se trata del movimiento de un os-
cilador lineal simple, perturbado por la fuerza (fuerza de inercia)

F(t)=—ma(t)

L, soluci6n del problema ser, entonces,

T

.a(0)
P

Vo

¥y =y,cospt -+ sen pt — senp (t-8)dg¢ - (11)
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Si la estructura se encontraba inicialmente en reposo, en su posicién de equi-
librio, lo anterior se reduce a

t

a(8)

y=-— sen p (t-6) do (12)

a

Al ingenierg le interesa especialmente conocer les fuerzas que el tembior
provocs en [a estructura. En el caso de una estructura deun grado de libertad,
basta eonocer, por ejemplo, el esfuerzo de corte en la bage, para conocer las solici-
taciones en cada uno de los elementos. Este esfuerzo de corte basal vale

V=ky==—mpf a(d) senp{t-8)dé =—mf(t) (13)
[}

La funcién

Tt t

f(t) =—p a(a)seup(tf-ﬂ)da='—_2;i‘w_ a(&)senzTT(t-e.)da (14)
0 H]

da la historia del oscilador = lo largo del tiempo. Se ve que para un temblor dado,
es decir, para & (8) dado, la funcién f (1) depende Gnicamente de t y del pardmetro
T, periodo propio del oscilador a de 1a estructura. Si lamamos A el miximo va-
lor de f (t), so tiene

Se puede comparar_este resultado con el que se obtendria si se supusiera que
Ia estructura es rigida y sigue al suelo en su movimiento. En tal caso, se tendria

Vopix = Mgy (16)

en que 8.4 es la méixime aceleracién del suelo. La ecuaciéa (i6) corresponde
a la teoria simplista, esbozada al comenzar este articulo; la ecuacién (15) es, en
cambio, el resultado de una teoris més elaborada, que tiene en cuenta la flexibi-
lidad de la estructura y el ¢cardcter trangiente e irregular del movimiento sfamico.

Euté claro que para un terremoto dado, el valor de A depende del parimetro T';
ea decir, del perfodo propio de Ia estructura. La cantidad A se puede avaluar para
cada valor del periodo T, y puede zer congiderada como una funcién A (T) del
periodo del oscilador. El valor de la funcién A (T) se llama aceleracidn eficaz del
temblor, para el perfodo T; esta denominacién estd justificada por Ia correspon-
dencis que hay entre los términos de las ecuaciones (15) y (16). La curva que
repregents la funcién A (T) recibe el nombre de espectro de aceleracién del temblor,
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La importancia prictica de este concepto de espectro de aceleracién reside
en ¢l hecho gue, una vez conocido el espectro de un terremoto, es posible escribir
de inmediato el valor del esfuerzo de corte méximo en la base, provocado por e
terremoto sobre cualquiera estructura ssimilable a un oscilador lineal simple. -
Para obtener dicho esfuerzo de corte, basta multiplicar 1a masa de la estructura
por la ordenada del espectro para el valor de T correspondiente.

Como resulta muy tedioso avaluar la funcién A (T) por integracién numérica,
ge han ingeniado varios métodos mecénicos o eléctricos para efectuar los célculos.
86lo mencionaremos el péndulo de torsibn ideado por M. A. Biot para resolver el
problema. Este instrumento consiste en un hilo vertical, de acero, por ejemplo,
del cual cuelga una barra horizontal que lleva dos masas dispuestas simétriea-
mente; la barra puede girar en torno del eje vertical que pasa por el hilo; el punto
de suspensién puede hacerse rotar a voluntad en torno del mismo eje. Es facil
establecer que la ecuacién diferencial que rige las oscilaciones de torsién de este
péndulo, es aniloga a'la ecuacién (10). Sea I el momento de inercia de la barra y
de las masas en torno del eje de rotacién; ¢, una coordenada angular que define
la posicién de la barra; ¢, la rigidez a la torsién del hilo, y a=a (t), ¢l £ngulo en que
ha girado la suspensi6n, medido en el mismo sentido que ¢. La ecuacién del mo-
vimiento, obtenida por el teorema del momento cinético, es

I¢" = —clpa) amn

que, como se Ve, es anéloga a la ecuacién (10). Entonces, adoptando escalas ade-
cuadas, la respuesta del péndulo de torsién coincide con la respuesta de la estruc-
tura solicitada por temblor, siempre que el giro de la suspensién ses proporcional
a las ordenadas del acelerograma.

En la Escuela de Ingenieria de la Universidad de Chile, los ex alumnos, hoy
ingenieros, sefiores Juan' Lepe y Ramén Torres han construido, con el auxilio del
taller que posee el Instituto Sismol6gico, un péndulo de torsién, con el cual han
podido hacer el anélisis del acelerograma del temblor del 13 de septiembre de (1945,
registrado en Santiago. En la fig. 2 aparece el espectro de este temblor.

Para un lugar dado se pueden obtener los espectros de todos los temblores
que se hayan registrado en dicho lugar y construir luego, una envolvente de los es-
pectros, curva que ge puede considerar como espectro tipo de aceleracién, para el
lugar en cuestién. Lo que se necesita para proyectar estructuras antisismicas en
un lugar dado, es precisamente esta envolvente de los espectros. A base de un
andlisis de varios temblores, Biot ha propuesto en forma tentativa el espectro
tipo de Ia fig. 3.

Esta curva pone en evidencia que 1ss estructuras flexibles, de perfodo propio
largo, soportan, en general, esfuerzos de corte menores que las estructuras ri-
gidas, de pericdo propio més corto. Los acelerogramas analizados por Biot, han
sido registrados mediante acelerégrafos cuyo perfodo es 0,1 seg. Aunque estos
instrumentos estdn adecuadamente amortiguados para funcionar como acelers-
grafos, no debe darse mucha importancia a [a parte del espectro que corresponde
& perfodos menores de 0,2 seg. Por esta razén, otros investigadores proponen
A (T)=g, para T=0,2.

7—Anglen de la Feculted. ...
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Fig. 3.—Eapeciro de aceleracién tipo propuesto por Biot

El anslisis expuesto anteriormente se puede modificar levemente para tener
en cuenta el efecto de un amortiguamiento vigeoso —proporeional a la velocidad—
sobre la respuesta de la estructura. La ecuacidén (10) se transforma en

my'” =-ﬂkyf—cy'—-ma (t) (10)-

en que el término —ey’ corresponde & las fuerzas de amortiguamiento. La integra-
cién de la ecuacién (10) se hace en forma andloga a la expuesta mds arriba para la
ecuacién (10); los detalles del edlculo se dejan al lector. En la fig. 2 aparece el es-
pectro del temblor del 13 de septiembre de 1945 pare un amortiguamiento igual a
0,05 veces el amortiguamiento critico. :

Como era de esperar, 1a presencia de fuerzas de amortiguamiento trae por con-
secuencia una notable reduccién de amplitudes; su efecto es beneficioso y a diches
fuerzas debe atribuirge en gran parte que, estructuras disefiadas para fuerzas hori-
zontales relativamente pequeiias, hayan resistido tan bien. Las experiencias reali-
zadas con péndulos de torsién en los EE. UU., han llevado a la conclusién que,
si el amortiguamiento es pequeiio, bastan pequefias variaciones del amortigua-
miento para obtener grandes variaciones en las amplitudes; este influencia del
amortiguamiento se hace menos importante (relativamente) para amortiguamien-

tos fuertes.

A continuacién discutiremos las hipbtegis que se han hecho para plantear e
integrar las ecuaciones (10) y (10)',

En primer lugar, ze ha supuesto que !a estructura se comporta como un sis-
tema mecdnico de un grado de libertad; esto limita el campo de aplicacibén de los
resultados a estructuras muy simples. En un préximo trabajo, nos proponemos
extender el método a estructuras de varios grados de libertad.

Se ha admitido que la rigidez & es una constante. Para las estructuras reales,
k es funcién de la elongacibn; esto complica extremadamente el problema de la in-
tegracién de la ecuacién (10), que deja de ser lineal. Deja de valer el principio
de superposicién, y todo cl anilisis anterior queda invalidade. Ya no ¢abe hacer una
distineidn entre oscilacién transiente y oscilacién forzada; no se pueden sumar,
simplemente, los efectos de impulsos sucesivos, y la golueién del problema no se
puede obtener por la integral de Duhamel; la oscilacién libre ¥ 2 perturbacién
dejan de ser independientes, v no vale hacer distineién entre ellas. Afortunada-
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mente, €l efecto de esta no-linearidad de la estructura introduce una segundsa li-
mitacién de amplitudes.

Consideraciones andlogas se pueden hacer en lo que respeeta al amortigua-
miento. Se ha supuesto que las fuerzas de amortiguamiento son proporcionales 8
la velocidad; esta aproximacién resulta tolerable para elongaciones pequeiiss.
Apenas las deformaciones se hacen apreciables, aparecen en la estructura deforma-
ciones permanentes y la tasa de disipacién de energfa crece en forma extraordina-
rig. También se puede esperar que esta no-linearidad del amortiguamiento resulte
beneficiosa para la estructura, aunque complica extremadamente el andlisis.

En conéxiéu con las deformaciones permanentes que se preducen en la estruc-
tura durante un terremoto, cabe esperar que estas deformaciones cambien las
caracteristicas de la estructura; es lo que comprueba la experiencia: el perfodo
propio (para oscilaciones de pequefia amplitud) de una estructura no es el mismo
antes que después de producidas las deformaciones permanentes; deben esperarse,
entonces, lo que Volterra llama fenémenos hereditarios: por ejemple, Ias propie-
dades eldsticas de la estructura dependerin de su historia.

Se ha supuesto, finalmente, que la estructura se comporta como si estuviera
eolocada sobre una mesa vibrante, animada de un movimiento horizontal. La
realidad es més compleja: hay rotacién y deslizamiento de Ia fundacidn; esto in-
troduce nuevos grados de libertad. Hay transferencia de energia de la estructura
8 gu fundacidén. Parte del terreno, participa del movimiento de la esiructurs, lo
que acarrea una incertidumbre en la definici6n de los pardimetros que la caracte-
rizan: su masa, por ejemplo.

Como puede apreciarse, €l problema del cdleulo antisismito, desde ¢l punto
de vista de sus fundamentos te6ricos, apenas estd planteado. El intento de resol-
verlo en la forms propuesta por Biot, fracasa —aunque no de! tode— por estar
basado en simplificaciones demasiado dréisticas. Y decimos no del todo, porque,
si bien es cierto que el espectro tipo que propone Biot, conduce a fuerzas exage-
radas, puede servir de base para apreciar el efecto beneficioso de los distintos
factores que hemos discutido més arriba y condueir, por dltimo, a una solucién
satisfactoria.

0jald que esta misma incertidumbre e ignorancia nuestra, ses una incitacién
a la investigacidn.

El autor agradece & los seftores Lepe y Torres la autorizacién para reprodu-
© cir Jos resultados de su anilisis.
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