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RESUMEN

En este trabajo se trata de resolver un problema de borde mixto en’elasticidad plana: el de
una chapa cuadrada sobre la cual se especifican en dos bordes opuestos fatigas normales y tan-
genciales nulas, y en los otros dos bordes, desplazamientos dados, a saber, un corrimiento parale-
la de uno de los bordes con respecto al otro en su misma direccién. Este problema corresponde
al de una viga doblemente empotrada de altura igual 2 su luz, sometida a2 una desnivelacién
de apoyos.

El problema se resuelve estableciendo las ecuaciones de diferencias finitas correspondientes
a las ecuaciones de equilibrio en términos de los corrimientos (ecuaciones de Navier) y resolvién-
dolas por medio del método de relajacién de Southwell. Con esto se obtienen Jos valores de u
¥ v en los puntos nodales, a partir de los cuales se calculan las fatigas normales y tangenciales
en las secciones media y extremas y en algunas secciones intermedias,

Se comparan los resultados obtenidos con los que daria la teoria elemental de las vigas to-
mando en cuenta la correccién por esfuerzo de corte; se calculan también las rigideces transver-
sales y angulares de la chapa y se comparan con las que da la teoria clemental,

SUMMARY

The solution of a mixed boundary value problem in Plane Elasticity is attempted in the
present paper: that of a square plate with forces in its own plane, subjected to zevo shear and
normal stresses on two opposite sides and on the other two sides to specified displacements which
in the present case consist of a paralle] displacement of one of the sides relative to the other in
its own direction. This problem corresponds 1o a built-in beam whose height is equal to its span
subjected to the settlement of one of its supports.

The problem is solved by writing the finite differences equations equivalent to the equili-
brium equations in terms of displacements (Navier equations) and by solving them by means of
Southwell’s relaxation method. In this way, values of the displacements u and # at the nodal
points of the mesh 2re obtained and from them, values for the shear and normal stresses at
several cross-sections of the plate are calculated.

These results are confronted with those which the clementary beam theory (including shear
cffects) would give for the same problem. Transverse and angular rigidities are also calculated
and compared.

1. INTRODUCCION

Es de indudable interés conocer Ia solucién que da la teoria eldstica para la
rigidez transversal de un muro cuyos extremos estdn perfectamente empotrados.
El interés es mayor cuando la altura del muro es comparable a su largo, porque
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en estos casos ya no es evidente que las correcciones usuales en Resistencia de
Materiales (correccion por esfuerzo de corte) sigan siendo vilidas.

Aunque la condicién tedrica de empotramiento perfecto no corresponde a nin-
gln caso real, porque en la realidad siempre habrd mayor o menor elasticidad en
los apoyos, el problema es siempre interesante porque marca un limite hacia el
cual tenderin los casos reales a medida que aumente la rigidez de sus apoyos.

El problema planteado en esta forma (con empotramiento perfecto) es de los
que se llaman en elasticidad plana problemas mixtos, que, en general, son mis
dificiles de abordar que aquellos en que las condiciones de borde son de la
misma naturaleza en todo el contorno.

El caso que estudiaremos serd el del muro de igual longitud que su altura,
quedando convertido entonces en una chapa cuadrada. Este problema también
corresponde al de una viga alta perfectamente empotrada, sometida a una desni-
velacion de apoyos.

Para su solucién emplearemos el método muy general de convertir las ecua-
ciones diferenciales en ecuaciones a diferencias finitas buscando la solucién del
sistema por el método de relajacién de Southwell.

Mencionaremos que este problema ha sido abordado para otra relacién altura.
luz por dnglis (1923), y por MANN (1949), por medioc de series trigono-
métricas, La solucién propuesta por Mann conduce a un sistema de ecuaciones
que se resuelven ficilmente por iteracién. Este autor se limita a calcular la fatiga
mixima de cizalle sin entrar a calcular el esfuerzo de corte, los momentos de
flexién, ni las rigideces, que es lo que mds nos interesa desde el punto de vista
estructural.

2. PLANTEAMIENTO DEI. PROBLEMA

Usando el método de relajacion se presentan dos maneras de plantear el pro-
blema: o en términos de la funcién de tensiones (7 o en términos de los corri-
mientos # y v. En este iltimo caso tendremos un nimero doble de ecuaciones
que si trabajamos con (; pero la mayor sencillez con que se plantean las con-
diciones de borde y sobre todo la mayor eficiencia de los operadores de relaja-
cién que se utilizan, nos hicieron decidirnos por este método.

Planteado de esta manera, el problema queda como muestra la figura N° 1, en
que L es el lado de la chapa y A el desplazamiento de un lado con respecto al
otro. El desplazamiento unitario serd A /L = R. Basta sélo considerar un cuarto
del cuadrado debido a que se cumplen las siguientes relaciones de simetr{a:

par en x
u es una funcién
impar en ¥y

impar en x
v es una funcién

par eny

como es ficil de comprobar.
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1as ecuaciones diferenciales que rigen el problema son las ecuaciones de equi-
librio en términos de los corrimientos (ecuaciones de Navier) :

I —v . e o
( ]+'V V“+ ax—
ou ov
1 e —
W ’dx+37
I—v aezo

—_— 'U
En el presente caso, aceptaremos para v el valor

@ v= -2_

Con este valor, las ecuaciones (1} se convierten en:

ot dtu Yohi/l
16 <. 7 2= 9 —
o oo T o T gy =0
alv a’v alu
7 € 16 < 9 =0
ox? + »* + 0% 9y

Estas son, pues, las ecuaciones diferenciales que rigen nuestro problema. Las
condiciones de borde, expresadas en términos de u y v son las siguientes:



v I.._ ou =0
) L 2y T ox
y:"_.—'t’_—'J
2 Du + av —o
27 ox
L H—=20
(4) XZ—"""}‘“‘: {v:-—A/Z
x — L’ =0

Los sistemas (3) y (4) definen completamente el problema eldstico.

3. RESOLUCION POR EL METODO DE RELAJACION

Para convertir este problema de ecuaciones diferenciales en uno de diferencias
-finitas, introduciremos las aproximaciones usuales.

s o \
| \
) |
| )
N R I

XU

Figura 2
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h*( 0 u) 2—;‘(ui+1,k+l —ui—t, kel T U1 k1
ik
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Introduciendo (5) en (3), llegamos a las siguientes ecuaciones a diferencias
finitas:

pu.—_64( %, +uj_!,k)+28(ui.k+l+ui.k—1)_

— 184 u; +9(v

=Y _gaer Yy —

— =0
vj+1.k—l)

eI, k41

(5)}
Fy =64(Uj,k+l -|-‘Uj_k._1)+28("j+1ak +U)'—-1,i) -

—148u; +9(“:‘+1.k+1—“j——1,t+: tuj_r -1

=0
""‘*u;‘+1,k—l)

En que hemos llamado F, y F, los residuos que se obtienen al introducir
valores arbitrarios para u y v en cada punto nodal. Estos son los residuos que
deben reducirse lo mds aproximadamente posible a cero en el proceso de
relajacidn,

Estas ecuaciones conducen a los operadores generales de relajacién que toman
la signiente forma en nuestro caso particular,
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Estos operadores toman formas especiales en los bordes, para cumplir con las
condiciones de fatigas mormal y tangencial nulas, para lo cual se introducen
ciertos puntos ficticios mds alld del borde. Ver Fox (1947); Wittrick and Ho-
wARD (1948} v SHaw (1953).

Como en nuestro caso trabajaremos sélo con un cuarto de la chapa, el cuarto
superior derecho, serd también necesario hacer algunas senciilas modificaciones
a los operadores de los bordes izquierdo e inferior para tener en cuenta la pari-
dad de Jas funciones.

El problema se resolvié por etapas sucesivas, duplicando cada vez la malla.
Para facilitar el cdlculo numérico se puso A /2 = 1000 .

Los resultados de la ultima etapa se muestran en la Fig. 3.

En esta etapa sélo se trabajé con un sector de la chapa vecino de la esquina,
ya que fuera de ese sector, los resultados obtenidos por interpolacion, a partir
de los valores de Ia malla anterior, no dan residuos apreciables.

A partir de los corrimientos de Fig. 3, se calcularon las fatigas tangenciales
(Fig. 5) y las fatigas normales o, (Fig. 6), para distintas secciones transversales
de la chapa. Por integracién numérica se obtuviercn los valores del esfuerzo
de corte y del momento de flexién para cada una de las secciones mostradas en
las figuras 4 y 5.

El esfuerzo de corte, que deberia ser constante para cada una de las secciones
transversales de la chapa, presenta una fluctuacién mixima de 5,2%,. Con esto
queremos significar que la diferencia entre el mayor y el menor valor del esfuer-
zo de corte partido por el valor menor es de un 5,2%,

El momento de flexién que deberia mostrar una variacién lineal, presenta
una fluctuacién midxima de solo 0,5%,.
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Por este motivo, nos parece mas segura la determinacién del esfuerzo de corte

y del momento en el empotramiento a base de las curvas de g, . Usando solamen-
te tres cifras, tendriamos los valores

M =0,136 EbL*R Y]
Q0 =0272 EbBLR

Este valor de  es, por lo demds un valor intermedio entre los limites que
dan las curvas de t.

El valor méximo de la fatiga tangencial se produce en el punto medio de la
chapa y vale

T mdx = 0412ER

o sea, usando el valor de Q dado por (7).

T, T ]
mdx — 1,51 medio

que cs casi la misma relacién que se obtendria en una distribucién de Jouravsky.

El valor mdximo de la fatiga normal ¢, se produce en la esquina del empotra-
miento y en los cilculos se observé que su valor aumentaba a medida que se hacia
mis fina la malla, lo que hace pensar que existe una singularidad en este punto
como creen HiLbepraNo and ReissNer (1953). En todo caso, se trataria de una
singularidad local, que no afectaria mazyormente la distribucién de tatigas en el
resto de la chapa.

Si calculamos la fatiga en el borde por medio de la férmula

M
w

ag =

vemos que el cdlculo eldstico arroja, para secciones situadas a L/8, Lj4, 3L/8 y
£./2 del centro de la chapa, valores que son un 9,39, 11,59, 23% y 87%, superio-
res a los que daria la distribucion lineal de fatigas. De estas cifras, las tres prime-
ras deben considerarse sensiblemente correctas; no asi la dltima, por la razén
seilalada mdas arriba.
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4. CONFRONTACION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS EN EL

ESTUDIO ELASTICO CON LOS QUE SE OBTIENEN
EN RESISTENCIA DE MATERIALES

De la dltima etapa podemos adoptar, como resultado final del estudio eldstico,
los siguientes valores para el esfuerzo de corte y el momento de flexidn.

Q =0272EbA
M=0136EbLA

Si llamamos rigidez X la razon entre la fuerza aplicada y el desplazamiento:
K=g0/A
tendremos que en la solucién eldstica,
K=0272EDb

Veamos ¢6mo se compara este resultado con el que da la teoria de la flexién
usual,

Figura 7

Tenemos que en ésta el caso es el de la Fig. 7, en que sabemos que
M= 6EIA/fL?
RQ=I12EIA/[L?

pero en el presente caso, en que la altura de la viga es igual 2 la luz,

I= L bLs
12
luego
Q=Epb
M=05EbLA
y la rigidez

K=Eb

resulta mucho mayor que la real.
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Por ¢so, la Resistencia de Materiales corrige la férmula de la flecha, tomando
en cuenta el esfuerzo de corte, con lo que resultaria

_ QL % QL
A= 12 EI + GA

siendo % el factor de forma que para la seccién rectangular vale 6/5. Nueva-
mente [ =bL3ji2 y A=bL

_Q 6
A_Eb+5

Gbh
Pero en nuestro €aso, COMO OMAMOs v = —-i—
_ E f E
2(1 +v) 9
luego
Q
= — (1427
A 7 (I +27)
Y
k=L% _o270Ep
3,7

valor que concuerda bastante bien con el obtenido en la solucion elastica.
Veamos ahora qué valores se deducen del estudio eldstico para dos conceptos

muy usados en Teoria de las Estructuras: la rigidez angular y el factor de
transporte.

fn )i\

)

L
0] (n

Figura 8

La rigidez angular se suele definir en Teoria de las Estructuras como la razdén
entre ¢l momento aplicado y el dngulo de giro de 1a seccién en el extremo simple-
mente apoyado de una viga que tiene su otro extremo empotrado (Fig. 8) .

R P

W,

y se llama Factor de transporte f la razon entre el momento inducido en el extre-
mo empotrado y el momenito aplicado.

En la teoria de la flexidn usual, estos conceptos tienen la siguiente expresién

k=4EI/L
=05
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que en nuestro caso se traducen en
k=0333 EbLA
f=05

Si se aplica la correccion por esluerzo de corte, los valores resultan, como
es sabido,

14j EI
025+; L

f— 05 —9
144

siendo
3w EIl

'="776a

que en nuestro caso, con 1 =>bL3/12, A=bL y E|G=9/4, resulta

= 0,675
y de aqui:

k=0151EbLs*
¥

f=— 0,104

Estos conceptos son propios de 1a Teoria de las Estructuras y su validez ha sido
discutida para razones altura-luz como Ia usada en el presente trabajo.

Elasticamente, si a la solucidn encontrada en el presente trabajo superponemos
un estado de flexién pura tal, que la flecha compense exactamente el desplaza-
miento paralelo que hemos impuesto en nuestro caso, obtendremos una solicita-
cion como la de (c) de la Fig. 9, en que la cara de la izquierda ha mantenido
su posicién, y la de la derecha ha giracdlo en torno a su punto medio, conservindo-
se plana, dandose entonces el caso para el cual se han definido los conceptos de
rigidez angular y factor de transporte. Debemos advertir, sin embargo, que de
acuerdo a la solucidn eldstica del caso de flexidn pura, los puntos de ambas caras
experimentan desplazamientos verticales de magnitud variable.

Para el caso de flexién pura tenemos, llamando 7 el radio de curvatura:

1
U=— — Xy
T

1
Y= —— (x*t s
oy FT VYY)
tomando los ejes como en (b) de la Fig. 8, ia flecha la tendremos haciendo
y=0,x=L:

A= Lt

1
2r
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prescindiendo del signo. Luego

L _ 28
r Lt
M=2EL - 2HL _ g m A
T L
Para x =L
L 2N
U= — y = ——
; ¥ 2 ¥
y ¢l dngulo de giro de la seccién extrema
0 =2 — 28
y L

con esto resultan para los momentos los valores de (¢) de la Figura 9, de donde
se deduce que la rigidez angular

F— Y — 0152 EbL?
{07]

y €l factor de transporte

f = =0 02
0,303

el signo — indica que el momento inducido es de signo contrario que €l mo-
mento aplicado,

¥
016 EeLs _::\u1u €EBLd
Q0272 Ebs
nl ————— —-y {a)
H
r_gl? EnLa /_\qm EnLd
“h
i
! {v)
=~ X
1
I
==1
¥
ALEHEBLE e 0303 EbLe
i
allooooooy Q=0 EVA ()
X
!
_____ ]

Figura 9



En resumen tenemos;
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Solucidn Formulas de
eldstica resistencia
Rigidez rtransversal . 0,272 Eb 0,270 Eb
Rigidez angular . 0,152 EbL? 0,151 EbL?
Factor de transporte . -0,102 —{,104
o bien, expresado en términos de I:
Rigidez transversal . 3,26 EL/L® 3,24 EIfL3
Rigidez angular . 1,82 EI/L 1,81 EI/L
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