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ABSTRACT

The case of a hypothetical planct with an initial structure and density distribution similar
to the present earth, is analyzed. Bullen's and Gutenberg’s values for the densities and velocities
in the interior are assumed, then gravity force is “turned on”. Values for the radial and tan-
gential siresses and strains are calculated following derivations by Lamé and Love. The radial
strains are contractional in the interior and extensional in an outer shell of 800 km thickness.
The deviatoric stress is of the order of 170,000 atmospheres near the surface and 600,000 atmos-
pheres near the core boundary. The pressure at the center of the planet, assuming a liquid core,
would be about 14 million atmospheres. The influence of the assumed method of formation
ol the earth on the siress-strain distribution is discussed.

RESUMEN

Se analiza ¢l caso de un plancta hipotético con estructura inicial y distribucién de densi-
dad similar a la Ticrra actual. Suponienda los valores de Bullen y Gutenberg para las densida-
des y velocidades del interior, “se aplica” la fuerza de gravedad. Utilizando las deducciones de
Lamé y Love se calculan los valores de los esfuerzos y las deformaciones radiales y tangenciales.
Las deformaciones radiales son contracciones en el interior y extensiones en la cubierta externa
de 800 Km de espesor y ¢l esfuerzo de desviacién del orden de 170,000 atmésferas cerca de la
superficie y de 600.000 atmésferas cerca del limite del nicleo. Suponiendo un micleo liguido, la
presion en el centro del planeta seria de 14 millones de atmdsferas. Se discute la influencia del
supuesto método de formacién de la Tierra, segiin la distribucién de esfuerzos v deformaciones.

INTRODUCCION

Uno de los mads viejos problemas en Geofisica es determinar la distribucién
de esfuerzos y deformaciones dentro de la Tierra. Ese problema estd colmado
de incertidumbres, resultantes de la diversidad de soluciones derivadas de los
datos superficiales y, en general, de la falta de datos. JEFFREVs (1959) declar
que el mejor método para estimar la distribucién interior de esfuerzos consistiria
en asumir un método dado de formacién de la Tierra y sacar las consecuencias.
Al presente, se ha reconocido que el verdadero problema es precisamente definir
el método o proceso que formé la Tierra. Sea por acrecién de particulas frias de
polvo o por condensacién de una nube cilida y sea que el calor generado por €l
proceso de acrecién haya sido o no importante en la determinacion de la tempe-

ratura inicial de la Tierra, las etapas primeras de su historia alectan nuestro
pensamiento de manera vital.

*Recibido para su publicacién en diciembre de 1961.
**Director del Instituto de Geofisica y Sismologia, Universidad de Chile,



- 298 —

Para contribuir adicionales elementos de juicio a un problema que sufre de
muchas indeterminaciones, puede ser util idear experimentos tecricos capaces de
definir los limites de la solucion. En el presente trabajo consideraremos el caso
hipotético de un planeta similar a la Tierra que no ha evolucionado,

CALCULO

Supdngase un planeta esférico con el mismo tamaiio, estructura, densidad y
distribucion de rigides de 1a Tierra e imaginese que ¢l planeta fue creada instan-
tineamente o si s¢ prefiere, en ausendia de campos gravitacionales y otros.

Ahora pongase lu gravitacion. Los principios de la siguiente derivacion,
aplicados a4l cavo de una esfera homogénea fueron dados por LamgE (1852) vy
Love (1927). La ecuacion diterencial de equilibrio en coordenadas polares,
asumiéndose simetria radial cerca del cenuro del plancta, es:

(3.+2lrl) d_(d(_ +2-t_)+gB:.U (N
i iy ’

en que U es el desplavamiento, g ki densidad en el radio v, y B la fuerza del
cuerpo. Se dan signos positivos a todos los vectores dirigidos en el sentido del
incremento de r o alejandose del centro de la esfera.

La fuerza gravitacional del cuerpo se escribe:
B = — vmpn! {2)
en que v = 6.673 5 107 cgs es la constante gravitacional de Newton y m la

masa contenida dentro de una esfera de radio r. El valor de esta masa puede
escribirse:

m = 4 :tfgr' dr ()]

Introduciendo  estos valores en la ecuacion  diferencial y calculando
b+ 20 /= I'pf,nlnenemns:

d dU 20 4oy

Integrando se obtiene la ecuacion diferencial lineal:

dt 2u

"E}—‘F— :4:".7[F(”)+C1] )

donde

(®)

e f L
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La solucion de esta ecuacion se escribe:

U:j—:sj—{ff"(r)r'dr-}-i;—c,.f-c,} @)

Las constantes de integracion C, y Gy se determinan por medio de dos con-
diciones de limites. Si se dan las velocidades y densidades en el interior, la selec-
cioén de condiciones de limites se reduce a un desplazamiento cero en el centro
y a una delormacién radial cera en la superficie. La condiciéon de una interfase

s6lido-liquido en el lfmite del nicleo ya estd implicita en la velocidad y distri-
bucién de densidades dada.

La primera condicion de limite da:

C,=10 (8)
La segunda se obtiene considerando el esfuerzo radial (Love, 1927):
T LU A P )
dr r

Sustituyende los valores de U y 7:—1;1— obtenidos de la ecuacion (7), con r = R

e iguzalando a cero, obtenemos:

6(1 — 2 g) I —-¢
C, = - —"" R)—3 ——" FHR 10
1 i (R) PR (R) (10)
en que ¢ es el cuociente de Paisson en la superficie, y:
¢ (r) = —I—s—fr? F (r) dr (1)
’

Finalmente, sustituyendo los valores de las constantes de integracion en la
ecuacién (7), encontramos:

U=trry[pm+ 22T s T F )]

La deformacién radial se obtiene por diferenciacidn de (12):

_ du ey o \ 2(1 =20 _
e-—dr—uv[r(u 26.0) + = o)
! — ¢
F(R 13
e f)] (18)

Si ¢ y ¥V son funciones definidas positivas del radio, la deformacién radial
cambiard de signo con cierto valor r. dado por:

Hr) =26 ()= - % FR) = H T o) a4)
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La deformacion tangencial es dada por:

_Uv gy (=) _
e =- —4ny[¢(:)+ P U

I —a

| 1-(3)] (15)

que siempre es negativa {contraccion} .
La expresion para el esfuerzo radial ya se ha dado (ecuacidn 9} :

- . dU .U
=042y - -42F- - ()
dr T
SIV, =[(A 4 2w . 0]%y V., == {u/u)" son las velocidades de ondas longitu-
dinales y transversales podemos escribir esa expresion come sigue:

rr = oF,f [5, + 2 56] — 4ol €8 (16}

en que ¢, v g6l son las deformaciones radiales y tangenciales derivadas de las
ccuaciones (13) y (13).
Similarmente, los esfuersos tangenciales:

-~ 7
=1 U oY a7y
dr T

pueden escribirse:
00 = ol [E, +2 59] — 29 V2 [s, + se] (18)

La Fig. | muestra la densidad y distribucion de velocidad supuestas, segun
valores publicados por Burees {19549 y GuTensere (1959) . Las correspondientes
distribuciones de deformaciones s¢ obtienen por integracion griflica de (13) y (15)
v ¢l resultado se muestra en la Fig, 2,

Las deformaciones radiales son contracciones en el interior del planeta vy
extensiones en la cubierta externa. El nivel cero de deformaciones se encuentra
a unos 800 Km de profundidad, pero noe estd asociado con discontinuidad de
esfuerzos.

La distribucion de esfuerzos se obtiene sustituyendo la expresion de la defor-
macidn en (16) y (18), mostrandose los resultadas en la Fig. 3. Todos los esfuer-
705 son comprensivos y crecen uniformemente hacia el centro. En el limite del

nicleo las dos curvas de esfuerzos se unen en una sola para satisfacer la condicion
hidrostatica del nucleo.

CONCLUSIONES

Primeramente consideremos la distribucion de deflormaciones en la Fig. 2.
La discontinuidad de la deformacion radial a 800 Km de profundidad es obvia-
mente irreal, pues resulta dilicil concebir una situacion en que la cubierta externa
tle la Tierra pudiera ser radialmente alargada.
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Podria sefalarse que este resultado se obtuvo suponiendo una condicién ini-
cial absurda, es decir, con ausencia de fuerzas gravitacionales. Sin embargo, seria
bueno preguntarse cudl condicion inicial pudiera darse en vez de ella.
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Ahora consideremos la distribucién de esfuerzos (Fig. 3). Aqui la situacion
parece mejor, pues a lo menos existe cierta apariencia de acuerdo con las actua-
les interpretaciones de la distribucidn de presiones dentro de Ia Tierra. La pre-
sidn en el centro de la Tierra calculada por nuestro método es de 14 millones de
atmosferas contra 4 millones de atmdsferas obtenidas por computacién hidrosta-
tica. Finalmente, al pasar, nétese que los esfuerzos diferenciales en ¢l manto y la
corteza exceden mucho a la resistencia conocida de los materiales rocosos.

Con todo propésito nos hemos abstenido de introducir refinamientos en nues-
tras hipétesis, puesto que el cbjeto de este trabajo era demostrar un caso hipoté-
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tico extremo. En el otro extremo, creemos, estd la hipotesis hidrostiatica, ahora
generalmente aceptada y sugerimos que la verdadera distribucidn de presiones
puede encontrarse entre ambos extremos.
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