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RESUMEN

Las ecuacicnes de movimiento de una maquina eléctrica generalizada se deducen apli-
cando las ecuaciones de Euler-Lagrange a la funcién Lagrangeano. Esta funcién depende de

coordenadas generalizadas que se deben identificar con las variables eléctricas y mecinicas de la
miquina.

Se discute aquf la forma de efectuar dicha identificacién de modo que en la ecuacién de
movimiento que relaciona las variables eléctricas, aparezca el tensor admitancia.

Los pardmetros que ligan las variables se definen para una miquina bifisica con enrollados
cuya distribucién de conductores es sinusoidal.

Las variables enlaces de flujo se expresan en funcién de los voltajes y se deduce ¢l temsor
inductancias inversas, constituyente del tensor admitancia.

ABSTRACT

The motion equations of an electric generalized machine are deduced by applying the
Euler-Lagrange cquations to the Lagrangean function. This function depends on generalized
coordinates which must be identified with the electrical and mechanical variables of the
machine.

The way to make such identification so that the admittance tensor appears in the motion
cquation that relates the electrical variables, is discussed here.

The parameters that link the variables, are defined for a two-phase machine with windings
whose conductor distribution is sinuseidal.

The flux linkages are expressed in texms of the voltages and the inverse inductance tensor,
constituent of the admittance tensor, is deduced.

Los problemas dindmicos que se presentan en la operacién de la maquinaria
eléctrica, no pueden ser estudiados en general con los modelos y circuitos equi-
valentes establecidos para el caso estacionario o régimen permanente. En vez de
hacer ciertas modificaciones a estos circuitos, que permitan realizar algunos estu-
dios din4dmicos limitados, se utilizan actualmente las ecuaciones diferenciales de
movimiento del sistema electromecdnico en estudio. Estas ecuaciones son deduci-
das a partir del concepto de méaquina generalizada, introduciendo las ligazones
que definan la mdquina particular en estudio.

Es necesario entonces establecer primero las ecuaciones de movimiento de la
miquina generalizada. En general, se deducen para una médquina bifisica, ya que
no se pierde generalidad al tener sélo dos ejes de los enrollados, debido a que
cualquier mimero de enrollados equilibrados, se pueden reducir siempre al caso
bifdsico.

Se supone, ademds, que la maquina cuenta en cada eje con un enrollado en
el rotor y otro en el estator. Para ciertas mdquinas reales, es necesario suponer
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un mayor nimero de enrollades, como es el caso de los enrollados amortiguado-
res de las mdquinas sincronas. Este segundo enrollado se omite normalmente en
la deduccidn de las ecuaciones de movimiento de la maquina generalizada, debido
a que los nuevos términos que aparecen al suponer mis enrollados, sen idénticos
en forma a los de la mdquina generalizada mds simple.

La eleccidn de las coordenadas generalizadas utilizadas en la deduccidn de
las ecuaciones de movimiento, se realiza normalmente de tal manera que las ecua-

ciones resultan de la forma

Ve Z.g iﬁ m

T

i* G.g if @

donde vg y T, son, respectivamente, el tensor voltaje en los terminales de Ia
m4quina, y el torque eléctrico en el eje; Z8 Yy c-ﬁ los tensores de impedancdia

y de torque, y por Ultimo, jey B son el tensor corriente en los enrollades.

Esta formulacién de las ecuaciones de movimiento es la cldsica. Una de sus
mayores ventajas reside en el hecho de que los tensores componentes del tensor
impedancia, son los tensores resistencia e inductancia de la mdquina. Estos va-
lores son mis ficiles de medir, en la practica, que los valores de las conductan-
cias e inductancias inversas, necesarios para una formulacién a través del tensor
admitancia, Por estas razones, se preliere normalmente no usar en la prictica
este segundo tipo de formulacién. A lo anterior se aiiade el hecho de que tradi-
cionalmente los datos referentes a las mdquinas, sus circuitos equivalentes, ecua-
ciones, etc., siempre se han deducido e¢n forma de tensor impedancia, aun antes
que los métodos generalizados fueran desarrollados, lo cual facilita también este
tipo de formulacién.

La formulacién de Ias ecuaciones de movimiento, utilizando el tensor admi-
tancia, presenta ventajas en ciertos problemas, debido a que las operaciones ne-
cesarias para despejar las variables dependientes, son en ellos mds sencillas de
realizar.

En efecto, si las ecuaciones de movimiento estin expresadas en funcién del
tensor impedancia, las variables independientes son los voltajes. Las corrientes,
que aparecen como variables dependientes, se deben despejar de la ecuacién
matricial:

[v.) = [jB] (3

donde Zap es el tensor impedancia.

La inversién de la matriz de Zafi no es sencilla, ya que en el caso general las
ecuaciones diferenciales de movimiento no son lineales. '

En la ecuacién de movimiento, expresada mediante el tensor admitancia,
las variables independientes son las corrientes aplicadas a los enrollados. Las
variables dependientes, en este caso los voltajes, deben ser despejadas de la ecua-
cién matricial
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7 = 8 g “

donde Y** es el tensor admitancia.

Si las condiciones o ligazones del sistema son tales que estdn dados un mayor
nimero de voltajes que de corrientes, es mds sencillo operar con la matriz de
admitancia, ya que serd necesario realizar menor nimero de operaciones para
despejar las variables dependientes.

Las ecuaciones de movimiento expresadas en funcidn del tensor admitancia,
las deduciremos a partir del principio de Hamilton. Las ecuaciones diferenciales
que rigen el comportamiento de la miquina, las obtendremos reemplazando en
las ecuaciones de Euler-Lagrange, los valores correspondientes para el Lagran-
geano.

Es necesario entonces, en primer término, revisar las variables que intervie-
nen en el fendmeno y asignar coordenadas generalizadas a estas variables, de
manera de obtener una representacion que utilice el tensor admitancia.

Para tener una mejor base de comparacién entre ambas formulaciones, se
han indicado, en los cuadros siguientes, las variables que corresponden a las
coordenadas generalizadas en ambas representaciones.

A)) Formulacién basada en suponer la energia electrostitica como energia po-
tencial y la energia magnética como energia cinética. Conduce a la ecuacién
de movimiento en funcién de la matriz impedancia.

COORDENADAS VARIABLES VARIABLES
CGENERALIZADAS ELECTRICAS MECANICAS
Conservativas:
g R $
'R ja $
P A J¢
fa U K¢
No conservativas:
Q) et) (1)
Pardmetros de Friccidn:
LN ) a

¢ es el dngulo del eje de la mdquina; J, el momento de inercia; K, el médulo de

torsidn; ¢., la carga eléctrica; ., €! enlace de flujo con el enrollado k, y
j» 1a corriente en el enrollado k.

Aplicando la ecuacién de Euler-Lagrange para un Lagrangeano expresado

en funcién de las coordenadas ¢. y 4. anteriormente elegidas, se deducen final-
mente las ecuaciones de equilibric para los diferentes ejes coordenados.
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Las ecuaciones de movimiento para 1os ejes eléctricos serdn

d [\ &.5)
-—[gfi"’——»,,'f-em )

IN di I\ do
tow == tfr=e() (6)

9j dr ¢ i
Esta es la ecuacién de Kirchoff para voltajes de bucle como variables inde-

pendientes.
Para el eje mecdnico se tendrd la ecuacién

d 8 :
—_— (D) teh + KD - — : (o=
- J $)+edh + K % [Iar;. ¢)df] = T(1) 7N

El Gltimo término del primer miembro de esta ecuacidn, representa el torque
eléctrico,

B} En la formulacién que nos conducird a expresar las ecuaciones de movimien-
to en funcién de la matriz de admitancia, se considera la energia magnética
como energfa potencial y la energia electrostitica, como energia cinética.

Debemos entornces asignar nuevamente coordenadas generalizadas a las
variables de la mdquina. Pero solamente debemos modificar la corresponden-
cia que se refiere a los ejes eléctricos, ya que las variables mecanicas las po-
demos seguir asignando a las mismas coordenadas anteriores. Esto es debido
a que solamente hemos modificado las coordenadas referentes a la energia
eléctrica y magnética, y no las correspondientes 2 la energifa mecdnica.

Las variables corresponderén a las coordenadas generalizadas segun el si-
guiente cuadro:

COORDENADAS VARIABLES VARIABLES
GENERALIZADAS ELECTRICAS "MECANICAS
Conservalivas:
B A ¢
g v $
b 0 Jé
fs Iu K¢
No conservativas:
Q1) it) 10
Pardmetros de Friccidn:
™ & a

Para deducir las ecuaciones de movimiento a partir de las ecuaciones de
Euler-Lagrange, debemos, en primer término, expresar el Lagrangeano de la ma-
quina en funcién de las coordenadas generalizadas anteriormente asignadas, y de
los pardmetros que describen el sistema,
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Aplicaremos la expresién de la ecuacién de Euler-Lagrange para sistemas no
conservativos y con elementos disipativos.

L d dL JdF
SERCTNL L ®
dq, dt 4,

donde L = T — V¥ es el Lagrangeano del sistema; 7 es [a coenergia cinética;
V' es la energia potencial, y F, 1a funcién disipativa. La coenergia cinética estari
dada por la siguiente expresion:

9 ety :
T - % ] . . -
o o K Pi (@ oo Qy [ Y e @y 8) A, )
En esta expresién . es por definicion el mementum generalizado, y el acen-
to sobre las variables del sistema indica cudles de ellas varian durante el proceso
de integracién.
La energfa potencial estard dada por

0..0 !

Qy v Gy N
V- I T -f (e gy t) da) (10)

donde £, es por definicidn la fuerza generalizada.
Finalmente, la funcién de disipacién serd

¥ 1
F=- 3 i )N
wey 2 e l4) an
El principal problema es entonces expresar las variables pi y fi en funcién
de las variables del sistema, de acuerdo a la correspondencia de éstas con las
coordenadas generalizadas.
Segin la correspondencia que conduce a la matriz de admitancia, el mo-

mentum generalizado p, corresponde a c}. (cargas eléctricas en los ejes eléctri-
cos) y a J¢ en el eje mecanico.

Serd necesario entonces expresar solamente 4, en funcién de las coordena-
das (A;...ky, ¢}, de las velocidades (v;...vy, é,) y de t; ya que en el eje
mecdnico la relacién estd dada en forma explicita.

La carga eléctrica g, no va a ser funcién de A, para circuitos eléctricos en
régimen de muy lenta variacidn, como es el que tiene lugar en la maquinaria eléc-
trica. Solamente serd funcién de v, ya que la velocidad ¢ es lo suficientemente
pequefia para no afectar a la carga eléctrica.

La relacidn entre v, y ?;'. estard dada por la ecuacién:

- N
qx = 2 Cy v 2)
i=1

Estos coeficientes serdn funciones del ingulo mecdnico ¢.
En una m#quina eléctrica estos coelicientes capacitivos entre los enrollados
son lo suficientemente pequefios para no tener influencia en el comportamiento
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de la mdquina, por lo que podemos suponer que C., — O. Por lo tanto, las cargas
eléctricas no van a contribuir, como variables del sistema, a la coenergia cinética

de éste, y sélo lo har4 la variable mecénica .

Las fuerzas generalizadas f. debemos expresarlas en funcién de las coorde
nadas generalizadas ¢. y del tiempo, a través de la correspondencia con las varia-
bles del sistema.

Para los ejes coordenados cléctricos, tendremos que f, corresponde a fi y es
necesario expresar estas corrientes en funcién de A, ¢ y ¢. En el eje mecdnico la
fuerza generalizada estd en forma explicita.

La relacién entre j. ¥ 4, ¢ ¥ ¢ la estableceremos a través de los pardimetros
inductancia inversa, Estos pardmetros nos permiten escribir relaciones.

N
I © '-z‘ r“ (¢: ‘)‘\;

En esta relacion, 1. serd funcién del éngulo ¢ y del tiempo, pero en la
maquina generalizada los circuitos se suponen rigidos, por lo que los pardmetros
seran solo funcién del dngulo ¢.

Esta relacidn entre las corrientes §, y los enlaces de flujo 2., determinara el
comportamiento de la miquina a través de las ecuaciones de movimicnto.

Las ecuaciones de movimiento para la miquina generalizada, las deducire-
mos aplicando la ecuacién de Euler-Lagrange al Lagrangeano expresado en fun-
cion de las coordenadas generalizadas anteriormente especficadas.

La mdquina generalizada Ia supondremos constituida por cuatro ejes coorde-
nados eléctricos y uno mecanico.

Los ejes eléctricos serdn los ejes a'y b del rotor y estator. Tanto los ejes a y
b del rotor como los del estator serdn radiales y formardn entre s{ un dngulo de

—}radianes. El dngulo ¢ del eje mecdnico respecto al estator lo definiremos como

el dngulo que forman los ejes “a” del rotor y estator.
Para los cinco ejes de la mdquina generalizada, las coordenadas tendrén la
siguiente correspondencia:

k=1 k=2 k=3 k=41 h =5
COORDENADAS EJE Hat EJE "y EJE an EJE “ly EJE ME-
GENERALIZADAS ESTATOR | ESTATOR | ROTOR ROTOR CaNICO
ROTOR
Conservativas:
qb 1“ lll lr- lrl ¢
. - —_ - - ¢
2 - - - - T4
fl fn il. jf. iri K ¢
No conservativas:
Q W) | i) | Ry | i) T(t)

En este cuadro no hemos incluido las variables eléctricas vs y ., correspon-

dientes a las generalizadas g, y pu.
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Por las razones anteriormente expuestas, las capacidades entre enrollados
son lo suficientemente pequefias para que estas variables no intervengan en el
comportamiento de la miquina. Intervienen solamente los enlaces de flujo A
¥y las corrientes en los enrollados j.. La primera de estas variables Ia consideramos
independiente, ya que deduciremos las ecuaciones de movimiento a partir del

Lagrangeano, el cual es funcion de g. y ga.

Usamos la letra § para distinguir las corrientes de los enrollados, que serdn
variables conservativas, de las aplicadas en los nudos i{t), que serin indepen-
dientes y no conservativas,

Para mayor claridad en la formulacién del Lagrangeano, y en la deduccion
posterior de las ecuaciones de movimiento, vamos a desarrollar las matrices co-
rrespondientes a los tensores que intervienen en esta formulacién.

Coordenadas y velocidades generalizadas.

Serdn las variables independientes de la parte conservativa.
Coordenadas generalizadas.

N AN

! ?\3.
sr
21A ’
sb ’lzljl‘ ab‘ab
[q*] = 3| A, =
é hrb 5 ‘
5|

(14}

PO X 4 . .
La submatriz ab, ab Tepresenta los enlaces de flujo para los ejes a y b del

e‘stator s, ¥ para los a2 y & del rotor r, los cuales hemos numerado de I a 4. El
eje 5 es el mecanico.

\ -l
Velocidades generalizadas. ! B
Ysa
21 v sb
[ék] = I v ra
4 v, b
S|

15)
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Desarrollamos a continuacion, las matrices de pardmetros que describen la
méquina, indicando previamente la relacién funcional correspondiente.

Matriz de “elasticidad”.

] = [x] [%])
(2]

(16 )

l \-..]
=
1
]
oy

(17)

\ 1234 5

118

Mairiz de conductancia,

2
= L s 12 . :
F = kzﬂ 2 "kl9/ Funcidn de Rayleigh
F= L [ﬁ]t r| |9
2 k k

(19)



! 2 pj 4 3
—
Ll
' 6, o 0 o ! o
;
)
3 ' 12,34 5
2 0 G, 0 o ! o T
h r '
¢ 1234 Cppap ! O
s - 1
@- +]e o & oio|-  piTi
; '
: 5 -] [
L]
‘ 0 0 0 G | o0 '
------------------- :-----.
1
5 ] 0 [ ¢ : -
1

Matriz de “inercia”.

(21)

! 2 3 [ 5

H 0 4] [} ¢ ]
1234 5

2 [} a (4} Q [}
1234 [/ [/

| ]
[
o
[~ ]
o
o
[~
1}
T

|

1

'

1

1

1

b e e e = ]

'

!

1

)

Las fuerzas y momenta generalizados aparecerin como variables conservati-
vas dependientes. Desarrollaremos las matrices correspondientes, indicando su
dependencia de las coordenadas y velocidades generalizadas que se han conside-
rado como independientes.

Fuerzas generalizadas.

AN
3
1] ;.
' AEEEY s ;
F A Wie
] AT [N
121, *
,2.34 Laab 1214 L2346 M
[IJ- t A .
, 5| xe s s| s
1/
3 _K'_J (21




- 176 —

Momenta generalizados.

o o

2 0 1,234 0
] s 0| o |-

i| o 3|/

5 L.J‘ i -

(24)

Nos falta desarrollar la matriz de las fuerzas externas al sistema, que serin
independientes, funciones del tiempo, y no conservativas,

Fuerzas no conservativas generalizadas,

W'd
TN
’ ]
2f 2
] r
1234 v“.‘.
(] s |-
o 5 r
[ f
U

128)

Desarrolladas las matrices de los tensores que intervienen en el problema,
debemos establecer el Lagrangeano de la mdquina generalizada.
El Lagrangeano es, por definicién

L=T-V (26)

donde T es la coenergla cinética y V es Ia energia potencial.
Revisemos las definiciones de estos dos factores, para los cinco ejes de la
méquina generalizada,
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‘[ . -é‘ 5
T -J‘ Z P (oo Qs dleee Gy t) dGy (V1))

0,..0 k=»1

LIRETYL | )
V - jo.‘.o k%j -fl (q' L] q’; ‘) qu (28)

Para el caso de la mdquina generalizada se pueden hacer varias simplificacio-
nes debido a que en varios ejes algunas variables no intervienen.

Por otra parte se pueden separar las integrales, ya que las variables mecéni-
cas no dependen de las eléctricas.

Con estas consideraciones, la coenergia cinética T y la energla potencial V
estaran expresadas por:

00000

voood ) 1
T-j' Ty dp=5 14" 29)

NN X,
r-f

é
- -_-,»;,»;,»;;¢;a»,,+j K, b4 G0

o000 k=l 0

Luego el tnico término que tiene cierta complicacién en su evaluacién es la

primera integral de la energia potencial, donde estd considerada la contribucién
de los ejes eléctricos.

Como hemos supuesto una relacion lineal entre los enlaces de flujo y las
corrientes, expresada por la ecuacién

IS I IR [A:'.,,'.b] (1)

tendremos que la componente de la energia potencial V,, dada por los ejes eléc
tricos, sera:

AN Xy ¢
Ve "f S ot d N
souo k=1 d * 63

NS XN,

4
Ve --f I (X Tee Al ) d Ay (33
0000 k=1 [LF)
1 4 1 ;‘: :' A A
haliaden A- [ 4
. 2 o1 emy W T Ok (349
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Expresando esta ecuacién en forma de matriz:

V- - -T ['\ah, ab ]' l f:b','ab (Qb) [A.l'b: :b] 35

Luego:

rov - d, <se)

El Lagrangeano L = T — V quedard expresado por:

N ___ J &+ [,\,,,_,J [Ern@)] [Mi ] +2i Kod* @D

Debemos expresar la funcién de disipacién de Rayleigh en términos de las
variables independientes.

Como
Fe= g l" (q; {38)
=22
tendremos que para la miquina generalizada hemos considerado como parime.
5T
tros disipatives, 7,, las conductancias G en paralelo con los enroliados;
ab,ab
[uego:

1 1 1, 1, P
F =5 Gl bl +5Gly )+ GL.WL + 5 GLy(vi) + 5 <’

- _1_, [v"' ]' G* " [v:;‘r“] + _;_ “az (39)

2 ab, ab ab, ad

Las ecuaciones de movimiento se deducen aplicando las ecuaciones de Euler-
Lagrange al Lagrangeano L de la ecuacién (37), a la funcién de disipacién F
segin ecuacion (39), y a las fuerzas no conservativas 2 que actiian sobre cada
coordenada generalizada:

La ecuacién de Euler-Lagrange es:

i g:f')- oL + or = Oy k=1,2,3,4,5 (40)
dt an aq. aég ’

Analicemos cada uno de sus términos para las cinco coordenadas generaliza-
das; las cuatro eléctricas k = 1,2,3,4 y la mecdnica k = 5.
JL
El término G5, vaaser nulo para las coordenadas eléctricas ya que
k
L no depende del voltaje v, que es la velocidad generalizada 4., correspondiente
a los cuatro ejes eléctricos,
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8L Lo k=1,2,3,4 “1)
33,

Para el eje mecdnico, k = 5, tendremos:

aL . oL
4 | a5 9B

Los ejes eléctricos no intervienen en esta derivada, ya que en ellos el pari-

-i$ (42)

metro t(¢) es funcién de ¢, como variable independiente y no de ¢
Tendremos entonces, para el primer término de la ecuacién de Euler-La-

grange:
( ) para k=1,2,3, 4 43)

para k~5 (44)

El segundo término @ L

siguiente expresion: EPR de la ecuacién de Euler-Lagrange, tendri la

Para los ejes eléctricos:

aL _L__ A% !
Lo EmEoES @

k=1,2,%.4

Para el eje mecdnico &k = 5:

d o 1

j;: pus a; '31" ST 3 r2i7 on (BA(ALE] u) v 2k (46)
oL

El tercer término 24, 3 nos permitir4 valorar las fuerzas de origen
&

disipativo que obran en el sistema.
Para los ejes eléctricos:

aF aF _ e
L EE ) @)

donde v, aparece en forma explicita, ya que es una variable conservativa inde-
pendiente, que no hemos considerado sélo por ser pequeiias las capacidades de
la midquina, pero que influye a través de los términos disipativos.

Para el eje mecanico k = 5:

oF aF 1 .
AR w2 (48)
aq. k=5 o¢ 2
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Reagrupando estos términos para formar la ecuacién de Eular-Lagrange,
tendremos las ecuaciones de equilibrio de fuerzas generalizadas, para los diferen.

tes ejes, tanto eléctricos como mecdnicos.
Para los ejes eléctricos k = 1,2,3, 4

0 - [raima @) 10l o)+ [Gd oo] W5 as) =Ll f0a] 49

Para el eje mecinico & = 5:

. drass or .
13 -5 DG L1 ——’—}'g’ﬂ[m, Bt KG =T (50)

La ecuacién (49) es una ecuacién de equilibrio de corrientes, donde el pri-
mer término corresponde a las corrientes ligadas a los enlaces de flujo de la
miquina y el segundo término corresponde a las corrientes disipativas.

Las corrientes del segunde miembro son las aplicadas al nudo correspondien-
te, las cuales se identifican con las de los terminales de la méquina, ya que no
hemos introducido ninguna ligazdn entre ellos.

La ecuacién {50) es una ecuacién de equilibric de torques. El primer térmi-
no corresponde al torque de inercia. El segundo corresponde al torque producido
por la conversion de energia eléctrica a mecdnica. El tercer término corresponde
al torque debido a la elasticidad del eje, y el cuarto término corresponde al torque
debido a la {riccidn.

En el segundo miembro tenemos el torque T aplicade al eje, al que hemos
considerado variable independiente.

Las ecuaciones de movimiento (49) y (50) estdn expresadas en funcién de

N 4 .
los enlaces de flujo A ,p de los enrollados. Es necesario expresar estas ecua-
2
. . . 5T .
ciones en funcién de los voltajes v, ,pen los enrollados de la mdquina, ya
¥
que éstas son las variables usadas en la préctica para el andlisis de sistemas. Ade-

. . . . 5,7
mas, esta transformacién es necesaria para obtener el tensor admitancia y ab.ab
E]

Como los terminales de la miquina se identifican con los de los enrollados,
ya que en el circuito equivalente usado las pérdidas estdn representadas por con-

ductancias G ab,‘:zl: en paralelo, la relacién entre estos enlaces de flujo y los
voltajes estar4 dada por la ecuacién

t
‘\.l'l: b " SO v:b',rob dt (51)

Si suponemos que los enlaces de flujo son nulos para ¢t —= O, esta relacién
la podemos escribir

e, I P -__9'_
»b, ad - ? vub. ab (P dt ) 2)
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La ecuacién de movimiento en los ejes eléciricos queda expresada, en fun.

ciébn de v ol or la siguiente ecuacién:
ab,ab P g '

ad (d) [ :b’ lb -[Vcb .b] [I:I;'ab (53)

(r:z:,rab (ﬂ%+ G:I;.rlb ) [ :; ab} - [:h.'nb] (54)

Como hemos mantenido la notacién de subindices para las matrices, pode-
mos escribir:

Tor oy ) 5 +G,b_ o [Vanlae 1= lilil 0} (55)
La matriz
&, r 0.z I .,
[Yab abj Tab, ab ($) j + G.b, ab (56)

nos expresa el tensor admitancia de la miquina generalizada para los ejes eléc-
tricos holonémicos ligados a los enrollados,

Para el eje mecdnico, la ecuacién de movimiento expresada en funcién de

5T )
Vab,ab sera:

o _L_.I_ . [} .Ja (¢J 1
195-2 F[v.;‘“l —-&‘dq:—j[ b"l+K¢+*¢ T (57)

S8i comparamos las ecuaciones de movimiento de los ejes eléctricos (53) con

las correspondientes al usar el tensor impedancia, podemos observar que en este
altimo caso tendremos:

[ cb I} = Ra.b',rlb [’.a'b',rab ] + P [‘ab N1 (58]

El operador p opera en este caso sobre el producto de L ;,g: ab €1 ‘:z’b': ab
que es equivalente a los enlaces de flujo A .;,br ab

En las derivaciones correspondientes intervienen, tanto las derivadas respec

to al tiempo de las corrientes, como del 4ngulo mecdnico, ya que la derivada total
la podemos expresar

a ’-:b.:.b

dé

P Aites )= Liiay o G0+

ab,ab dt ab,ab ":I'vfub (59)

donde el primer término corresponde al voltaje llamado de “transformacién” y
el segundo, al voltaje de “rotacién”.
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En la ecuacién (53) vemos que el operador —;’ actiia solamente sobre los

voltajes v Z’b’: ab Y No sobre los pardmetros de la miquina, por lo que no apare-

cen derivadas de las posiciones angulares en la representacién mediante el tensor
admitancia.

Para tener en forma explicita la ecuacion de movimiento, es necesario de-
terminar la matriz de inductancias inversas en funcién del 4ngulo mecdnico ¢.

Estos pardmetros s¢ pueden determinar directamente de consideraciones ener-
géticas en el entrehierro de la mdquina, pero por ser esta deduccién bastante
extensa la dejaremos para desarrollarla en otra oportunidad.

Deduciremos la matriz de inductancias inversas, por inversién de la matriz

de inductancias L ;,br ab (#) que es conocida.

Llamando M a la inductancia mutua entre enrollados de rotor y estator, que
suponemos igual en ambos ejes por simetrfa, y L* y L" a las inductancias de
estator y rotor, respectivamente, esta matriz tiene la siguiente expresion:

' z 2 p)
[} l.’ 0 Mceos# =Msms
2 ] & Mund Mcos #
.t .
abab 3 Mcos 4 Miemd L' o
¢| =Msms Moss O 4
160}
El determinante principal de esta matriz vale
L] = (* L* - M*)* = p? KAy
y la matriz inversa
' 2 3 4
' I a -Mcos 8 +Mien s
- 0 N M3 d -Mcos #
L s.r !
[z m] - [1' m] .
2042 2025 (e -m) 3| -Mcos s -Msend ot 0
§} +Msnd Mcore 0 ¢

f&2)



— 183 —~

Expresando en forma explicita la ecuacién de movimiento, para todos los
ejes eléctricos, mediante la expresion de t(¢). tendremos de la ecuacién (55):

P tdepet o Mosel  prien gl “ST

& i ] I3 b -

'Y r

» 0 ty§e06 -Mimel Mozl H

i - l’ ‘.’ ‘HJ - Me .L -MSM'J- ls.L m' v

M 03 8 5 o pTDé O 2

r L . L 31, pg”

"b oMundp Hcos.p ] [A D'Dsb ";
a [

(g

Para el eje mecdnico, tendremos la siguiente ecuacién de movimiento, ex-
presada en forma explicita ¢n ¢.

2 ] Mysend  Mcos & 3
" b3
?
0 0 Mcad M 3
-Mc 3o 8
v; A _}
Tald- 7 -,— > -:--2— P T T
200307 M) Mwnd -Mcord 0 0 o
P
%
Mcos# Mwns 0 ] F
{64)

Estas ecuaciones de movimiento son directamente aplicables a las diversas
miéquinas de la prictica.

Para mayor facilidad de anilisis, es conveniente transformar estas ecuaciones
a otros ejes de referencia, como ser los d,4; los v, § o los f, b.

Estas transformaciones, como el uso de las ecuaciones de movimiento en el
estudio del comportamiento dindmico de la maquinaria eléctrica, las trataremos
en una préxima publicacién.





