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RESUMEN

Las ecuacioues de movimiento de una maquina electrlca gcneralizada se deducen apli­
cando las ecuaciones de Euler-Lagrange a la funci6n Lagrangcano. Esta fundbn depende de

coordenadas generaltzadas que se debeu identificar con las variables electricas y mecanicas de la

maquina.
Se discute aqut la forma de efectuar dicha identificaci6n de modo que en la ecuacicn de

movimiento que relaciona las variables elecmcas, aparezca el tensor admitancia.
Los parametres que ligan las variables se definen para una maqulna bifaslca con enrollados

CU}'3 distribution de conductores es sinusoidal.

Las variables enlaces de flujo se expresan en Iuncion de los voltajes y se deduce el tensor

inductancias Inverses, constttuvenre del tensor admitancia.

ABSTRACT

The motion equations of an electric generalized machine are deduced by applying the

Euler-Lagrange equations to the Lagrangean function. This function depends on generalized
coordinates which must be identified with the electrical and mechanical variables of the
machine.

The way to make such identification so that the admittance tensor appears in the motion

equation that relates the electrical variables, is discussed here.

The parameters that link the variables. arc defined for a two-phase machine with windings
whose conductor distribution is sinusoidal.

The flux linkages are expressed in terms of the voltages and the inverse inductance tensor,
constituent of the admittance tensor. is deduced.

Los problemas dinamicos que se presentan en la operacion de la maquinaria
electrica, no pueden ser estudiados en general con los modelos y circuitos equi­
valentes establecidos para el caso estaeionario 0 regimen pennanente. En vez de

hacer ciertas modificaciones a estos circuitos, que penni tan realizar algunos estu­

dios dinarnicos limitados, se urilizan actualmente las ecuaciones diferenciales de
movimiento del sistema electromecanico en estudio. Estas ecuaciones son deduci­
das a partir del concepto de maquina generalizada. introduciendo las ligazones
que definan la rnaquina particular en estudio.

Es necesario entonces establecer prirnero las ecuaciones de movimiento de la

rnaquina generalizada. En general. se deducen para una maquina bifasica, ya que
no se pierde generalidad .1 tener s610 dos ejes de los enrollados, debido a que
cualquier numero de enrollados equilibrados, se pueden reducir siempre al caso

bilasico.
Se supone, adernas, que Ia maquina cuenta en cada eje con un enrollado en

el rotor y otro en el estator. Para ciertas maquinas reales, es necesario suponer
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un mayor numero de enrollados, como es el caso de los enrollados amortiguado­
res de las maquinas slncronas. Este segundo enrollado se omite normalmente en

la deduccion de las ecuaciones de movimiento de I. maquina generalizada. debido
a que los nuevos terminos que aparecen al suponer mas enrollados, son identicos
en form. a los de la maquma gener.lizada mas simple.

L. eleccion de las coordenadas generalizadas utilizadas en la deduccion de
las ecuaciones de rnovimiento, se realiza normalmente de tal rnanera que las ecua­

ciones resultan de Ia forma

�. = Z.p ,f3

T. = r: G.f3 ;f3

(I)

(2)

Jonde Va y T. son, respectivarnente, eI tensor voltaje en los terminales de I.

maquina, y el torque electrico en el eje: Z.f3 y G.f3los tensores de impedancia

y de torque, y por ultimo, i" y 1 f3 son el tensor corriente en los enrollados.

Esta formulacion de las ecuaciones de movimiento es la clasica, Una de sus

mayores ventajas reside en el hecho de que los tensores componentes del tensor

impedancia, son los tensores resistencia e inductancia de la maqulna. Estos va­

lores son mils ficiles de medir, en la practica, que los valores de las conductan­

cias e inductancias inversas, necesarios para una formulacion a traves del tensor

admitancia, Por estas razones, se prefiere normalmente no usar en la pracrica
este segundo tipo de formulaci6n. A 10 anterior se afiade eI hecho de que tradi­
cionalmente los datos referentes a las maquinas, sus circuitos equivalentes, ecua­

ciones, etc., siempre se han deducido en forma de tensor irnpedancia, aun antes

que los rnetodos generalizados fueran desarrollados, 10 cual facilita tarnbien este

upo de formulaci6n.

L. formulaci6n de las ecuaciones de movimiento, utilizando el tensor admi­
tancia, presenta ventajas en ciertos problemas. debido a que las operaciones ne­

cesarias para despejar las variables dependientes, son en ellos mas sencillas de
realizar,

En efecto, si las ecuaciones de movimiento estan expresadas en funci6n del
tensor impedancia. las variables independienres son los voltajes. Las corrientes,
que aparecen como variables dependienres, se deben despejar de la eeuad6n
matricial:

[II • I : � [I 11 (3)

donde Za� es el tensor impedancia,
La inversion de la matriz de Za� no es sencilla, ya que en el caso general las

ecuaciones diferenciales de movimiento no son lineales.
En la ecuaci6n de movimiento, expresada mediante el tensor adrnitancia,

las variables independientes son las corrientes aplicadas a los enrollados. L.,

variables dependientes, en este case los voltajes deben ser despejadas de la ecua­

cion matricial
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donde Y·" es el tensor adrnirancia.

Si las condiciones 0 ligazones del sistema son tales que estan dados un mayor
numero de voltajes que de corrientes, es mas sencillo operar con 1a matriz de
admitancia, ya que sera necesario realizar menor numero de operaciones para
despejar las variables dependientes,

Las ecuaciones de movimiento expresadas en funcion del tensor admitancia,
las deduciremos a partir del principio de Hamilton. Las ecuaciones diterenciales

que rigen el comportamiento de la maquina, las obtendremos reemplazando en

las ecuaciones de Euler-Lagrange, los valores correspondientes para el Lagran­
geano.

Es necesario entonces, en primer termino, revisar las variables que intervie­
nen en el fen6meno y asignar coordenadas generalizadas a estas variables, de
manera de obtener una representacion que utilice el tensor admitancia.

Para tener una mejor base de comparaci6n entre ambas fonnulaciones, se

han indicado, en los cuadros siguientes, las variables que corresponden a las
coordenadas generalizadas en ambas representaciones,

A.) Formulaci6n basada en suponer la energia electrostatica como energia p0-
tencial y la energia magnetica como energia cinetica. Conduce a la ecuacion
de movimiento en funcion de la matriz impedancia.

COORDEN ADAS I VARIABLES I VARIABLES

GENERALIZADAS ELECfRICAS MECANICAS

Conseruatiuas:
.

q. q. .p

q. i- .p

p. J.. J�
t. v. K.p

No conseruatiuas:

Q.(t) e.(t) T(t)
Pardmetros de Friccion:

T. T. Q

.p es el angulo del eje de la maquina: J, el momento de inercia; K, el modulo de

torsi6n; (j.. I. carga electrica: J... el enlace de flujo con el enrollado k, y
j. la corriente en eJ enrollado k.

Aplicando la ecuaci6n de Euler-Lagrange para un Lagrangeano expresado
en funci6n de las coordenadas q, y q. anteriormente elegidas, se deducen final­

mente Ias ecuaciones de equilibrio para los diferentes ejes coordenados.
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Las ecuaciones de movimiento para los ejes electricos seran

d IA (¢,i)]
+ j r - e (I) (5)dt

aA dj aA d¢
-+ - + [r = eft) (6)

aj dt a", dt

Est. es la ecuacion de Kirchoff para voltajes de bucle como variables inde­

pendientes,
Para el eje mecanico se tendra la ecuacion

d a
'

- (I ip) + "I/> + Kif> - - II A tt. if» dil = TIl) (7)dt a if> •

EI ultimo terrnino del primer miembro de esta ecuacion, representa el torque
electrico,

B.) En la Iormulacion que nos conducira a expresar las ecuaciones de rnovirnien­
to en funcion de la matriz de admitancia, se considera la energia magnerica
como energfa potencial y la energia electrostatica, como energia cinetica.

Debemos entonees asignar nuevamente coordenadas generalizadas a las
variables de la maquina, Pero solarnente debemos modificar Ia corresponden­
cia que se refiere a los ejes electricos, ya que las variables mecanicas las po­
demos seguir asignando a las mismas coordenadas anteriores. Esto es debido
a que solamente hemos modificado las coordenadas referentes a la energfa
electrica y rnagnetica, y no las correspondientes a la energ£a mecanica,
Las variables corresponderan a las coordenadas generalizadas segun el si­

guiente cuadro:

I COORDENADAS I VARIABLES I VARIABLES

GENERALIZADAS ELE('l'RICAS '�{ECANICAS
-

Conservativas:

q. A. <P
q. v. q,

p.
-

I�q.

i, 1· Kq,
No conservativas:

Q.(t) i..{t) T(t)
Pardmetros de Fricci6n:

1. g. a

Para deducir las ecuaciones de movimrento a partir de las ecuaciones de

Euler-Lagrange, debemos, en primer terrnino, expresar el Lagrangeano de la rna­

quina en funci6n de las coordenadas generalizadas anteriormente asignadas, y de
los pararnerros que describen el sistema.
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Aplicaremos la expresion de la ecuaei6n de Euler-Lagrange para sistemas no

conservativos y con elementos disipativos.

tI
(8)

til

donde L = T - V es el Lagrangeano del sistema; T es Ia coenergia cinetica:
F es Ia energia potencial, y F, la Iuncion disipativa, La coenergia cinetica estara
dada por la siguiente expresi6n:

(9)

En esta expresi6n Pt es por definicion el momentum generalizado, y el acen­

to sobre las variables del sistema indica cuales de ellas varian durante el proceso
de integracion,

La energia potencial estani dada por

J
..... ON

V • I - I� (tA' ••• q� ;
.. ,

o ••• 0

t) dq� (10)

donde f. es por definicion la fuerza generalizada.
Finalmente, la funcion de disipaci6n sera

, - (4. )' (11)

EI principal problema es entonces expresar las variables p. y f. en funci6n
de las variables del sistema, de acuerdo a la correspondencia de estas con las

coordenadas generalizadas.
SegUn 1a correspondencia que conduce a la matriz de admitancia, el mo­

mentum generalizado p. corresponde a q. (cargas electricas en los ejes electri­

cos) y a ]q, en el eje rnecanico.

Sera necesario entonces expresar soIamente qt en funcion de las coordena-

das (AI Ay, q,), de las velocidades (v, ... vs, ;) y de t; ya que en el eje
mecanico la relaci6n esta dada en forma expllcita.

La carga electrica qt no va a ser {unci6n de At para circuitos electricos en

regimen de muy lenta variacion, como es el que tiene lugar en la maquinaria elec-

trica. Solamente sera funci6n de VI ya que la velocidad j, es 10 suficientemente

pequefia para no afectar a la carga electrica.

La relaci6n entre VI y q .. estara dada por la ecuacion:

N

ii. - I C., v,
, • I

(12)

Estos coeficientes seran funciones del angulo mecanico q,.
En una maquina electrica estes coeficientes capacitivos entre los enrollados

son 10 suficienternente pequenos para no tener influencia en el comportamiento
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de la maquina, por 10 que podemos suponer que C" = O. Por 10 tanto. las cargas
electricas no van a contribuir, como variables del sistema. a la coenergia cinetica

de este, y solo 10 hara la variable mecanica �.
Las fuerzas gener.liz.das {. debemos expresarlas en funcion de las coorde­

nadas generalizadas q. y del tiempo, a traves de la correspondencia con las varia­
bles del sistema.

Para los ejes coordenados electricos, tendrernos que i, corresponde a j. y es

necesario expresar estas corrientes en funci6n de �t' 4> y t. En el eje rnecanico la
luerza generalizada esta en forma explicita.

La relaci6n entre j. y All>" <p Y t la estableceremos a traves de los parametres
inductancia inversa, Estos parametres nos penni ten escribir relaciones.

r., (t/>, t) .\
,

En esta relacion, r.. sera Iuncion del engulo '" y del tiempo, pero en la

maquina generalizada los circuitos se suponen rigidos, por 10 que los parametres
seran solo funcion del angulo ",.

Esta relacion entre las corrientes j. y los enlaces de flujo A" determinara el

comportamiento de Ia rnaquina a traves de las ecuaciones de movimiento.
Las ecuaciones de movimiento para la maquina generalizada. las deducire­

mos aplicandc la ecuaci6n de Euler-Lagrange al Lagrangeano expresado en fun­

cion de las coordenadas generalizadas anteriormente especlicadas,
La maquina generalizada la supondremos constituida por cuatro ejes coorde­

nados electricos y uno rnecanico.
Los ejes electricos seran los ejes a'y b del rotor y estator, Tanto los ejes a y

b del rotor como los del esrator seran radiales y Iormaran entre sl un angulo de

�-radianes. EI angulo '" del eje mecanico respecto al estator 10 definiremos como

el angulo que forman los ejes "a" del rotor y estator.

Para los cinco ejes de la maquina generalizada, las coordenadas tendran la

siguiente correspondencia:

k=1 k=2 k=) k=4 k = 5
COORDENADAS

EJE "a" EJE "b" EJE "a" EJE "b" EJE ME·

GENERALIZADAS E$TATOR ESTATOR ROTOR ROTOR
CANICO
ROTOR

,

Conseroativas:
I

q. A.. A .. A•• A., '"

q. - - - - '"

p. - - - - j",
!. i.• j.t i... j ... K",

No conseruatiuas:

Q. i•.(I) i.t(I) ;.,(1) ;.t(t) T(I)

En este cuadro no hemos incluido las variables electricas v. y q" correspon­
dientes ala. generalizadas q. y p•.
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Por las razones anteriormente expuestas, las capacidades entre enrollados
son 10 suficientemente pequefias para que estas variables no intervengan en el

cornportamiento de la maquina, Intervienen solamente los enlaces de flujo 1.
y las corrientes en los enrollados ;1<. La primera de estas variables la consideramos

independiente, ya que deduciremos las ecuaciones de movimiento a partir del

Lagrangeano, el cual es Iuncion de q� y [;
Usamos la tetra j para distinguir las corrientes de los enrollados, que seran

variables conservatives, de las eplicadas en los nudes i(t), que seran indepen­
dientes y no conservativas.

Para mayor claridad en la formulaci6n del Lagrangeano, y en la deducci6n

posterior de las ecuaciones de movimiento, vamos a desarrollar las matrices co­

rrespondientes a los tensores que intervienen en esta fonnulaci6n.

Coordenadas y velocidades generalizadas.
Seran las variables independientes de la parte conservativa.

Coordenadas generalizadas.

,

, �"a
2 '\Sb

[q.] - J '" ,..
-

" �fb

5 ,

5

La submatri , s, r
a su marnz A ab, ab representa los enlaces de flujo para los ejes a y b del

estator s, y para los a y b del rotor r, los cuales hernos numerado de 1 a 4. EI
eje 5 es el mecanico,

.t

J'elocidades generalizadas. , "sa

2 "Sb

[Ii.] • J "f•

" "rb
5 ,

(151



- 174 -

Desarrollamos a continuacion, las matrices de parametres que describen la

maquina, indicando previamente la relacion funcional correspondiente.

MatTiz de "e/Il.!ticidad" .

..

( 16 J

=

( 17)

s

t" �
..

�
"

c;" 0
•• •• .. ••

f l,J,'(' ,

} �
.. 1;" t" t" 0
" •• •• ••

'tj,SJI, ],J., 0

0 t" (1'_ C;"
O1!1.�b

= J t" 0 =
,

•• ,. " ••
.•

r
- - -

0 Xm
1;" t"

rr rr

to. -; 0
b. ""

, 0 0 0 0 Xm
I Ie I

Matriz de conduclancia.

F = t
k=1

F = ...L
1

(19 )
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1 J • ,

G'
:

• • • • 0

G'
, 1.1."4 •

1 e • • ••

1,I,J.' 0" •

0-
.....

J • • G' 0 •
,

•
---- ... �i---

• • ..

, • • • a; •

1---- ------- ---- - - ---�----
• • • • 0 .-

(10)

Matriz de "inercia",

rk] = GJ [qk]
( 21)

> J , •

0 0 0 0 0

1.1,3.' 5

2 0 0 0 0 0

'.�J.' 0 0

0· J 0 0 o 0 0 =
,

..-------T--
,

, 0 J",, 0 0 0 0 •

5 • • • • J,.

In}

Las fuerzas y momenta generalizados apareceran como variables conservati­
vas dependientes. Desarrollaremos las matrices correspondientes, indicando su

dependencia de las coordenadas y velocidades generalizadas que se han conside­
rado como independientes.

FUCTzas generalizadas.

,

, ':

1 , '.J,J,' ,

2 J'
•

,,]
v ,v

Jl.b.•6 '.'.J.' tu.•till} • ',.1, J 4

[IJ.
.�..

J I'•

J;J
•• , 0 • , •

, ••
lUI
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Momenta generalizados.

I

,
1 0

2 0 ,,2,3,' 0

[pJ = J 0 =

0
5 Jil

5 Ji

( 24)

Nos falta desarrollar I. matriz de las fuerzas externas .1 sistema, que seran

independientes, funciones del riempo, y no conservativas,

Fuerzas no conservativas generalizadas,

,;
I

1 "
•

1,1.J.' "J[0] J " :.u.•

i'
,

, •

t1"

Desarrolladas las matrices de los tensores que intervienen en el problema,
debernos establecer el Lagrangeano de la rnaquina generalizada.

£1 Lagrangeano es, por definici6n

L=T-V (26)

donde T es Ia coenergla cinetica yVes la energla potencial.
Revisernos las definiciones de estos do. factores, para los cinco ejes de la

maquina generalizada.
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f
4, ••• 4, J

T - 1: p� (q, ••• q,j Ii: ... 4:; t) dq�
0 ••• 0 If-' (27)

v - f"
.....

:i -/� (q: ... q:i t) dq'
0 ••• 0 It-, Ie (28)

Para el caso de la maquina generalizada se pueden hacer varias simplificacio­
nes debido a que en varios ejes algunas variables no intervienen,

Por otra parte se pueden separar las integrales, ya que las variables mecani­
cas no dependen de las electricas.

Con estas consideraciones, la coenergia cinetica'T y Ia energla potencial V

estaran expresadas por:

J
.... ",

T -

00000
(J "') d if> - � J;P' (29)

" A'){ )( ...

f'"
· . · ·

f'"V - 1: - I" ,,,. A" A" A" . A..)d A' ., - K ... .u: (30)Ie !"'. J b' .' It''''' Ie at 'P 1.1'#'

0000 It-I
0

Luego el unico termino que tiene cierta complicaci6n en su evaluacion es la

primera integral de la energia potencial. donde esta considerada la conrribucion
de los ejes electricos.

Como hemos supuesto una relacion lineal entre los enlaces de flujo y las
corrientes, expresada por la ecuaci6n

(31)

tendremos que la componente de la energia potencial V .. dada por los ejes elec­
trices, sera:

_JA: A'. A'. t. •

V. I -it e v,
0000 •• J

� A·b x. Arb 4 •

v. -1 ....

I (I r.. A: ) d A'.
•• J ,. J

1 • •

V. --- I l: '.r A, A.2
,,-J r. J

(32)

(33)

<34)
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Expresando esta ecuacion en fonna de matriz:

VI [, •• , ]' I '.'
... -7 "ab. a" T .60••• [>'" , \ ]ab, ab (35)

Luego:

1
V-V. -TK .. ,p· (36)

EI Lagrangeano L = T - V quedard expresado PO':

Debemos expresar la funcion de disipacion de Rayleigh en terminos de las
variables independientes,

Como

F-i�r,�IJ'
1-'

(38)

tendremos que para la maquina generalizada hemos considerado como parame-

tros disipativos, T'J las conductancias
$,T

G en paralelo con los enrollados;
ab,ab

luego:

F _1_ G' "v·)".!... G' "'J' .I.. G' "')" L G' (')" 21 .:J..
2 a •• I'. 2 b.b'V" +

2 " ... IV. 2 bob Vb ."

-..!... [v'" )'2 _", .b l v ": ]•• , ab

1
+-

2
. "'. (39)

Las ecuaciones de movimiento se de:lucen aplicando las ecuaciones de Euler­

Lagrange al Lagrangeano L de la ecuacion (37), a I. funcion de disipaci6n F

segun ecuacion (39), Y a las fuerzas no conservativas Q que actuan sobre cada
coordenada generalizadai

La ecuacion de Euler-Lagrange es:

d taL) iJL aF

dt l -.; q.
-

a q.
•

a q.
- Q.

Analicemos cada uno de sus terminos para las cinco coordenadas genera liza­

das; las cuatro electricas It = 1,2,),4 Y la mecanica It = J.

A: - I, 2, 3, 4, $ (40)

EI termino va a ser nulo para las coordenadas electricas ya que

L no depende del voltaje v., que es la veloddad generalilada qo, correspondiente
a los cuatro ejes electricos.
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k - 1, 2, 3, 4 (41)

Para el eje mecanico, k = 5, tendremos.

(42)

Los ejes electricos no intervienen en esta derivada, ya que en e110s el pari­
metro <(4)) es funci6n de 4>. como variable independiente y no de -4>­

Tendremos entonces, para el primer termino de la ecuaci6n de Euler-La­

grange:

d
<it E:�J - 0

-I ;,;

para k - I, 2, 3, 4 (43)

parsk-S (44)

EI segundo termino

siguiente expresi6n:
aL

-�-- de la ecuaci6n de Euler-Lagrange. tendra I_
" q.

Para los ejes electricos:

�a L

I - �a, Lk - -1- (2 I T:�:.• (4 [ A:�:.J (45)
o q. ..J .•.•.•

,,,..

Para el ej.e mecanico k = 5:

aLI
ilL 1[ •. , ltd, •. r "-J['." 1 12 ....

-a--
-

7}:i:'
•

'2 A..... dr/>
T.b•• b (" ".b... +

2' A'I'

q. .·5 '"
(46)

ilL
EI tercer termino nos permitira valorar las Iuerzas de origen

disipativo que obran en el sistema.
Para los ejes electricos:

(47)

donde Viii aparece en forma expllclta, ya que es una variable conservativa inde­

pendiente, que no hemos considerado s610 por ser pequeiias las capacidades de
la maquina, pero que influye a traves de los terminos disipativos.

Para el eje mecanico It ::: 5:

I . ..E:. - L: 2 • if>
• • • ac/> 2

(48)



- 180-

Reagrupando estos terminos para formar la ecuacion de Eular-Lagrange,
tendremos las ecuaciones de equilibrio de Iuerzas generalizadas, para los diferen.
tes ejes, tanto electricos como mecanicos.

Para los ejes electricos k = 1,2,3,4:

Para el eje mednico k = 5:

J 1. 1 [A'" It� -2 ab •• ' (5..0)

La ecuacion (49) es una ecuacion de equilibrio de corrierues, donde el pri­
mer tertnino corresponde a las corrientes ligadas a los enlaces de flujo de la

maquina y el segundo terrnino corresponde a las corrientes disiparivas.
Las corrientes del segundo miembro son las aplicadas al nudo correspondien­

te, las euales se identifican con las de los terminales de Ia maquina, ya que no

hemos introducido ninguna ligaz6n entre ellos.

La eeuaci6n (50) es una eeuaci6n de equilibrio de torques. EI primer termi­
no corresponde al torque de inercia. EI segundo corresponde al torque produeido
por la conversion de energta elecrrica a mecanica. £1 tercer terrnino corresponde
al torque debido a la elasticidad del eje, y el cuarto termino corresponde al torque
debido a la frieci6n.

En el segundo miembro tenemos el torque T aplieado al eje, al que hemos
considerado variable independiente,

Las ecuaciones de movimiento (49) y (50) estan expresadas en funci6n de

los enlaces de flujo A db} ab de los enrollados. Es necesario expresar estas eeua­

ciones en Iuncion de los voltajes V db ab en los enrollados de la maquina, ya
,

que estas son las variables usadas en la practica para el analisis de sistemas. Ade-

mas, esta transformaci6n es necesaria para obtener el tensor admitancia y �:. ab
Como los terminales de la maquina se identifican con los de los enrollados,

ya que en el circuito equivalente usado las perdidas esran representadas por con­

, 's
duetancias Gab, ab en paralelo, la relacion entre estes enlaces de f1ujo y los

voltajes estara dada por la ecuacion

ft., r
- .0 r

X.It• ••
0

v••.•• dt (51)

Si suponemos que los enlaces de Ilujo son nulos para t = 0, est. relacion
la podernos eseribir

'A.' r

•• , .. b
- _!.. .,'

p vab, ab

d
(p 0_)

dt
(52)
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La ecuaci6n de movimiento en los ejes electricos queda expresada, en fun-

·6 d s, r
I

. .

·6Cl n e to ab, ab ' por a siguiente ecuaci n:

I"·' (<I>! ...!._[v,·, 1+ IG'" !lv'" loti'"� 1
�._._b�,_._b_�::J P IIIb, a"

.
all, ab. ..,.. .', •• (53)

(54)

Como hemos mantenido la notaci6n de subindices para las matrices, pode­
mas escribir:

(55)

La matriz

(56)

nos expresa el tensor adrnitancia de la maquina generalizada para los ejes elec­
tricos holonornicos Iigados a los enrollados.

Para el eje rnecanico, la ecuaci6n de movimiento expresada en funci6n de

s, f'
aIJab,ab ' ser :

t. I II 1}t/i---v'" ,

� p .b, .,

dr"' (q,J
_�'�b.�'�b__ I..L [v'" ) + K if> +.;p • T

dq, P .b, ••
(57)

Si comparamos las ecuaciones de movimiento de los ejes electricos (53) con

las correspondientes al usar el tensor impedancia, podemos observar que en este

ultimo caso tendremos:

[v'" 1 = r;;-;:7l [i'" I+p r:-;:;-,L'" [.'" I.".... �I .b,e" �'.b,a" (�)

EI operador p opera en este caso sobre el producto de L �; ab,

que es equivalente a los enlaces de flujo ), �;, ab

. S,"
e lab, ab

En las derivaciones correspondientes intervienen, tanto las derivadas respec�
to a1 tiempo de las corrientes, como del angulo mecanico, ya que la derivada total
la podemos expresar

p (1 '.' j ',' ) = L ',' ...E_ (i '.' ) + .i.
�

�.II,alli aib,.& alli,alli tb a",aft 'f'
a <I>

.. ,

'ab.a" (59)

donde e1 primer termino corresponde al voltaje llamado de "transformacion" y
el segundo, al voltaje de "rotacion",
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1
En la ecuad6n (53) vema. que el operador p

acnia solamente sabre los

voltajes v �;, ab y no sabre 10. parametres de la maquina, par 10 que no apare­
cen derivadas de las posiciones angulares en la representaci6n mediante el tensor

admitancia.

Para tener en fonna expUcita la ecuacion de movimiento, es necesario de­
terminar Ia matriz de inductancias inversas en funci6n del angulo mecanico 4>.

Estos parametres se pueden determinar directamente de consideraciones ener­

geticas en el entrehierro de la maquina, pero por ser esta deduccion bastante
extensa la dejaremos para desarrollarla en otra oportunidad.

Deduciremos Ia matriz de inductancias inversas, por inversion de 1a matriz

de inductancias L �.;, ab (</» que es conocida.

Llamando Mala inductancia mutua entre enrollados de rotor y estatcr, que
suponemos igual en ambos ejes por simetrla, y L' Y L' a las inductancias de

estator y rotor, respectivamente, esta matriz tiene la siguiente expresi6n:

r J •

" 0 NcoI' -At 1M.

1 0 " ., .... ,.,c,1 I

8Q.b
J Ncos, ,., SI'tt_ t' 0

• -MMrI � Me'DS, 0 l

I<IJ}

El deterrninante prineipal de esta matriz vale

ILl = (L' L' - .11')' eD'

Y I. matriz lnversa

1 J •

" 0 -NC'o" • • "'s",.

, 0 " -H S4r1 III -Hc.� �
I

(L' L� _14J) J _ '" cos III .. N,.,. III " 0

, .. HUn II - Alc., III 0 "

"l}
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Expresando en forma expllcita la ecuacion de movimiento, para todos los

ejes electricos, mediante la expresi6n de �(�). tendremos de la ecuaci6n (55):

"
• ,

L·t·DG! 0 ·H�s .t H ••" -i ,• •

" 0 l.' 1_CKJ -A4)1fn·i .H�os'i •
• ,. . '.

" L
1 L· .142

- Hcos' J -iriS" .L ,_S i .DG� 0 {• •

l . ,.,,,,,,.* .", to, ,.J.. 0 LSi"DS; �• •

'01,

Para el eje mecanico, tendremos Ia siguiente ecuaci6n de movimiento, ex­

presada en forma explicita en �.

• 0 ",S.n' /<f'.I' "
.:..
•

• 0 -"'e_ N_. :;
[".1"1-Jr.J#. ....!...A- .. 1(' .....1tL'LJ-H2} " P P II

,,-, -HUt'" 0 0
r

'.

..

{
HUt' If N_. 0 0 T

,..)

Estas ecuaciones de movimiento son directarnente aplicables a las diversas

maquinas de la practica,
Para mayor facilidad de analisis, es conveniente transformar estas ecuaciones

a otros ejes de referencia, como ser los d. q; los y. � 0 los f. b.
Estas transformaciones, como el uso de las ecuaciones de movimiento en el

estudio del comportarniento dinarnico de la maquinaria electrica, las trataremos

en una proxima publicaci6n.




